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1.5.11 Trovare una formula per la retta che

passa per i punti (—1,4) e (1,1).

C1,a)N 4T
3
2»-
I+ (I|i]
S T W 0,'\‘23 4 &

Siccome la retta punta verso sinistra, il coeffi-
ciente angolare della retta dovrebbe essere un
numero negativo. Controlliamolo:

coeff. _((1’%)} B ‘?_1’ ;1)) 1-4 -3
me (L)1)

Formula ?

1.5.13 Trovare una formula per la retta che
passa peri punti (- 1, - 2) ¢ (1,0),

off
i+

1.5.12 Trovare una formula per la retta che
passa per i punti (0,1) €(2,2),

3}

2F

b

[pv ] o
[

R [

1.5.14 Trovare una formula per la rctta che
passa per i punti ( 3,%) e{—=1 -_;-).

1.5.15 1l punto (4, 1) si trova sulla retta che

passa per i punti (—1 34) e (1 et




L3 sono altri grafici oltre alle rette che deri-
“no da funzioni con semplici formule e che

“ono esattamente quale risultato dovremmo
svere per ogni valore della variabile indi-
pendente.

Nell'ultima parte abbiamo mostrato come
formule del tipo

m=m( )+b (y=mx+Db),

f}ove¢ m ¢ b sono costanti, hanno per grafico
una retta con coefficiente angolare m e passa-
no per il punto (0,b).

In questo paragrafo giocheremo un po’ con
formule dette POLINOMI che sono del tipo

f( )=( )2 +2() 1(cheéla stessa cosa
diy =f(x) =x? +2x — 1). Ovvero
g )=()3

(owvero y = g(x) = x3

6:( )2 +9( )+1

6x2 +9x +1)
o0 anche

50 )® —3:C * )P — 174 ) +1
Eix+1).

Se Alfred sta studiando una funzione che

(y = h(x) 7%,\‘ﬁ — 3x4 +%~x2

ha una formula del tipo
H3sy P bid Y~
possiamo dire esattamente cosa fard per un
dato valore di x, per esempio.
P p

srendiamo il valore 1:
P

UH.... DEVOAVERE *4" CON UN "(

UN"2-()"...ORA HO(1)* . NOFOR ;
SE DEVO AGGIUNGERE PRMA
QUALCOSA - - -

basta aggiungere 1 negli spazi vuoti;

f(1)=(1) +2(1) — 1

¢ poi fare i calcoli per avere

f(1)=1% +21 <1=2
¢ cosl 2 ¢ il risultato. Questo ci dice che ¢’¢
una freccia di corrispondenza di f( ) che va da
I a 2 e, fatto che ora ci serve di piu, il punto
(1,2) =(1,£(1)) si trovera sul grafico di f( ).

Per avere un’idea pit precisa della forma
del grafico di f( ), di solito si scelgono altri
valori di x pili 0 meno a caso per trovare alcu-
ni altri punti (x, f(x)) sul grafico. Allora basta
unirli con una curva ininterrotta ¢ sperare di
aver fatto bene.

Per aiutarvi ad ottenere la forma giusta del-
la curva vi diamo alcuni consigli.

OGN FONZIONE CHE HA
UNA TORMULA DEL TIPO
£OACY: B C..

6|




"..DOVE A B ,C SONO NUMER|
COSTANTI, HA UN GRAFICO CHE
E UN TFo DI CURVA DETTO

PARABCLA.

FO)=AC +B()+C

QUESTE CURVE HANNO LA FORMA

~

0 SE'A"E UN NU-
MERO POSITIVO,0
0 SE'A' E UN NU-
— \ %
Wl ZTTE

SE |Al £ GRANDE COME A=6 0 A=-4
LA PARABOLA. SARA STRE coMeUGEAvo)
0N\ (EEAO), E SE A E Piccolo Cove
A=) 0 A=-J5 LA PARABOLA SARA

PANCIOTA coMe (& A>0) of YGEAC)

OUN PUNTO IMFORTANTE DI QUAL -
SIASI PARABOLA E’IL SUO VERTICE

\

SICCOME OGN
PARAROLA E SIMMETRICA RISPETTD ALLA
VERMICALE CHE PASSA PER IL SU0 VERTICE
NEL CAPTOLO TIL SAREMO N GRADO D
DIMOSTRARE CHE IL VERTICE DI UNA FARA.
BOLA £ )-A( Y4B( )+C E*SEM-
PRE AL DI S0PRA O AL DI SOTTo DEL
NUHERD x= 32 NEL RINTOGS: f(52))

INCONTR]
vedice!

Per disegnare il grafico di una parabola co-
me

fl Y=Y 420 y—1
¢ comodo stabilire prima alcune informazioni
generali sulla sua forma e sulla posizione del
suo vertice. Questa € una lista di controllo:

A=1 ¢ B=2 quindi

Insuoin gt ? IN SU poiche A=1>0

Snella o panciuta ? Media... . A=1

Vv t"-: ::2.;:—%—: —1
ertice - Sk :

E quindi il vertice si trova nel punto

(—1,£(—-1)) =(=1,(-1)% + 2+(—1) —1)=(—1,-2)

Il passo successivo ¢ calcolare alcuni altri pun-
ti sul grafico. Cominciamo con lo scegliere al-
cuni valori di x prossimi alla"coordinata x del
vertice, —1, come

X Sl w0 post]ie T = 3F.




Poi troviamo “f(x)"" per ciascuno di questi va-
lori ¢ facciamo una lista dei punti (x, f(x)).

Punti
per il
grafico:

valore | valore
di x di f(x)

© ,
("2 Fous
A
('3 ’

=(0) +2:(0)-1=-1
}== 2)+2( 2)-1=-1
=(1 )+2(1) 1=2

-3)=(- 3) +24(-3)-1=2

£(0)
f(-2
f(1)

[ 5
Nt e it

Ora inseriamo questi punti nel grafico, senza

dimentica.e “il vertice” (—1, 2) !
3t
- 2F [ ]
,-
S 3 2 o o1 2 2 4
. -
.-2l-

¢ tracciamo una bella curva ininterrotta che
passa per 1 punti segnati, che speriamo rap-
presenti pit o meno il grafico della parabola,

3-

Una cosa importante da ricordare, svol-
gendo questa operazione di unione dei punti,
¢ che I'ordine che gencralmente si segue per
spostarsi da un punto all’altro ¢ sempre da
destra a sinistra, nel senso delle x crescenti.

Questo ¢ un esempio che mostra cosa suc-
cede se non uniamo i punti nell’ordine giusto.
Supponiamo di avere alcuni punti che appar-
tengono al grafico di una funzione, come

..
.

Possiamo essere tentati di disegnare la curva in
questo modo:

Fx)?

> I

frfe - =

Ma questo non sara mai giusto se la curva é il
grafico di una VERA funzione, dato che, sec-
condo le REGOLE per le funzioni, per ogni
valore di x sull’asse x deve esserci al massimo
una freccia di corrispondenza che parte da x.
Cosi puo esserci al massimo un punto sul gra-
fico al disopra o al disotto di x. Abbiamo tro-
vato un esempio nel grafico precedente che
mostra come questa regola non e seguita dalla
curva che abbiamo disegnato.

Cosi il grafico deve essere del tipo

v

che non presenta questo tipo di problema.
Ecco alcuni esercizi per aiutarvi a familia-
rizzare con le parabole.
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BERCIZI

1.6.1 Disegnare il grafico della funzione

1.6.3 Disegnare il grafico della funzione

Snella o panciuta ?
Posizione del vertice ?
Alcuni punti ?

Insu o in gi ?
Snella o panciuta ?
Posizione del vertice ?

Alcuni punu ?

() =4 )2 b i iy ag s g R R
) I()+2()+l (3 ex*+2x +1) i ).._.3.( ) 2 ¥—1 & 3 X —2x 1)
3 :
2} o
L]
L L g L ; A X -5 -7 - -5 -4 -3 -2 -| o | 3
R e T e T G
&
mlE
ol
_.Zr-
Insuoingiu ? In su o in giti ?
Snella o panciuta ? Snella o panciuta ?
Posizione del vertice ? Posizione del vertice ?
Alcuni punti ? Alcuni punti ?
P5. IN FONDoO AL LIBRO TROVERETE PAGINE FER
USCRRABOCCHI".
1.6.2 Tracciarc il grafico della funzione 1.6.4 Disegnare il grafico della funzione
=20 ¥* +4 )+ 1 (y=—2x" +4x+1) f()==12( Y+4( )2 +5 (y=-12x+4x? +5)
3t i
ab
ot
3-.
i
-4 =3 -2 - (& I | 2B 4 5 [3)
=l |
1 1 1 A L L de
2} 4 & -2 o |Bt 2.5 & 5 8
<1
_3,.
-4r |
Insuoingu? -3r
-4l




S¢ g () ha un’espressione simbolica del ti-
po

M)=A( +B( )2 +C()+D
fehe sta ad indicare la stessa funzione di

¥y =g(x) = Ax® + Bx? + Cx 4+D)

dove A, B, C, e D sono costanti, allora g( ) ha
per grafico un tipo di curva che si chiama CU-
BICA. Le cubiche hanno la forma

w

% A € un numero positivo oppure

=

¢ A ¢ un numero negativo,

UN PUNTO DELLA CURVA UTILE
DA CONOSCERE E™ IL PUNTO IN
Cul sz:. A>0O)LA CURVA CES-
SAD FARE

E COMINCIA A FARE
E CHIAMATO "PUNTO DI FLESSE™

et

Questo punto ¢ sempre al disopra o al disotto

PR
3 A

di

nel punto (-—- g( o= )

In tutte queste diverse cubiche il
flesso™ ¢ racchiuso da un circoletto:

s

SONO In un certo sen-

“punto di

Questi “punti di flesso”
so il centro di azione delle cubiche, siccome
ogni cubica ripete da un lato del punto quello
che fa dall’altro, come rovesciandosi.

Per disegnare il grafico di una cubica come
g Y=k P -6l P i Sdept
per prima cosa occorre farsi un'idea della sua

forma: A =1 nel nostro caso, quindi I'andu-
mento ¢ di questo tipo

o

Poi, siccome A=1¢B= —6, il punto di flesso

¢al disopra di
B (g

X ‘3 A w1 2. Inoltre, siccome
g(2)=(2)2 6+ (2P +9 () +1
=8 — 2% 4+ 18 4. 1 =3 ;
il punto di flesso ¢
2,82)) = (2.3 .

Ora basta trovare alcuni altri punt: sul grafico;
scegliamo valorl di x vicini alla"coordinata X
del punto flesso = 2.

©5




Con

g( )

Se

X =

BSERCIZI

=( ) —6( ) +9( )+1

Allora i

f(x)= g;%‘\Uj
1) | g(3)=3*-63+938+1=1
5 ) | g1)=1*-61"+91+1=5
5 ) | g(4)=4*-64"+9.4+1=5
1) | g0)=0°-60"+90+1=1

Infine inseriamo i punti e disegniamo la curva:

iy
=4 =3

-2

6—
5t PUNTO DI
FLESSO
q-
3..
2
T
- 2 8 & & & %

Ecco alcuni esercizi per impratichirsi con le

cubiche.

1.6.5 Disegnare il grafico della funzione
fl Y=s—( ) —6( )2 —9( -3,
2L-
!P
< simpe vy T g = S e T DR e
-["
-3+
_4_

1.6.6 Disegnare il grafico della funzione

f()=g( )® +3( )2 +2:( ) +2.

(S - T L

N

SE 8 w4 <8 2




1.6.7 Disegnare il grafico della funzione

f Y=g P -3( )2+ ) +1 .

4t

B 0 3 4 b s

1.6.8 Disegnare il grafico della funzione
e i RGO  F
r

N b

R RSN e g i ke
-t

e7
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(.IMITI

Il capitolo II tratta il modo in cul 1 matema-

\\\\

tici riuscirono a trovare una risposta un po’
complicata alla domanda . ..




(L [FROBILENR | recoro

RECOLARITE |-

Se Alfred sta studiando una funzione il cui 10 i 3o

®

dominio ¢ il cui codominio sono insiemi di ANNI DI STLDIO

numeri, possiamo disegnare abbastanza facil-
mente il grafico della funzione lasciando solo i

punti in cui le frecce di corrispondenza cam-
biano direzione

79

B e

Ma le regole per le funzioni non ci dicono
se i punti sul grafico formano o meno una

curva regolare. Per questo 1 matematici cerca-

rono di trovarec un modo di descrivere rigoro-
samente questa “‘regolarita”, affinché si potes-
se DIMOSTRARE quali funzioni hanno per

grafico una curva regolare.

A prima vista questo non sembra un grosso
problema. Supponiamo che Grover stia lavo-

rande a una funzione il cui grafico abbia un
bell’aspetto regolare.

- 3
2
Questa volta il grafico di Alfred ¢ un pastic- {
cio - solo un caos di punti sparpagliati ! Non i L4
assomiglia affatto ai grafici che vengono usati Lrrer,

in fisica, chimica, economia, ecc. Questi gra-
fici hanno quasi sempre delle curve regolari.




/B> CHIARD CHE UNA DELLE RAGIONI PER cul

LA CORVA HA UN ASPETTo REGOLARE NELLE
VICINANZE DI UN QUALSIASI PUNTO COME (4,2)
E”PER IL FATTo CHE GLI ALTRI PUNTI CIRCOSTANTY
DEL GRAFICO S AFFOLLANO UNO VICING ALL’

TFORMANDC UN PE220 DI CQORVA REGOLARE E 4
M _SEN2A _INTERRLZIONI - [:‘"——_

ALFIE,CERCA D\ MET|
TERE INSIEME QUE _
ST PUNTI. 5

Sc¢ tornmiamo a considerare la funzione di
BEG

Alfred dallo stesso punto di vista, : : A
prima di permettere a McSquared di rimettere

a posto le cosc in questo modo, dovremmo

riconsiderare il grafico di Grover per assicurar-
¢ che sia veramente regolare e ininterrotto

.
ST per quanto lo si guardi da vicino.
Gy Vi £
|
i —
S T T P [

una ragione per cui i punti del grafico sono
tanto disordinati e NON formano una curva
regolarc ¢ senza interruzioni ¢ che vicino ad

un qualsiasi punto, come (3,2), gl altri punti

circostanti del grafico NON si raggruppano ab-

bastanza vicini gli uni agli altri da formare un

i o 5 Y ¥ o » e » .. “ »
piccolo tratto di una curva regolare e senza IUH_“. e mb_ra (|U'ldgfl“' per un po- (a partc
R 'opinione di Good Vibes) . .

70




@5 CaY

FERMITUTT |~ QUESTO GRAFICcO NON E
AFFATTO UNA CURVA ININTERROTTA .

TGOU;ARDA QUI. PUNTI IRREGOLARI DAPPERTUR
NON CI ACCONTENTIAMO DEL FATTO CHE'SEM-

ORA ResoLaRe" (G| [AM) LE PROVE!

/

MALEDETT!
INCREDULI,




EPRCIZI

I1.2.1 Quando McSquared ha inserito 1/8 nella
Bl
Pty

te la garanzia, cioe passate da SE ad ALLORA

,il risultato é stato 1/4. Controlla-

con 'algebra.

BEZ — 1/4<x<2+ 1/4.

RS — I R 12 e F 53 < 1/8

[1:2:2 Quan(ltswgm‘i\u 1/ 000 COME NUMErO
) g8

di sfida per il margine di errore, R.D. disse che
Iin‘ig(\} avrebbe dato come risultato un 1/500
X2 ; 2 bl :

garantito. Controllate s¢ questo ¢ effettiva-

mente garantito.

go




g

I matematici hanno fatto ricorso a questo a-
stuto metodo “legislativo” per stabilire una
procedura per trattare qualsiasi funzione il cui
grafico si suppone regolare e senza interruzio-
ni nei pressi di un punto (a,f(a)).

(@} (@,f@)
el
F) i

EHI,LASCIAMI PER-
DERE ,NON VOGLIO
PI0 CHE TI MALTRATT!

Non ¢i preoccupiamo se il grafico ¢ VERAMENTE regolare ¢ senza interruzioni vicino ad

(a,f(a)) (nessuno lo sapra mai). Sc possiamo costruire una macchina per limiti che fornisce un

intervallo di risposta garantito per ogni scelta del numero che da il margine di errore,
STABILIAMO PER DEFINIZIONE che la nostra capacita di costruire tale macchina per limiti
per f( ) € una giustificazione sufficiente per affermare che il grafico di f( ) ¢ regolare e

ininterrotto vicino ad (a,f(a)). Questo ¢ il massimo che possiamo fare; se non altro possiamo

costruire delle barriere,

HMM, DUM DE DO DA
DO DO DA DE TRALALA |

MESQUARED S/ A.
MACCHINE per N?‘I

®o

O
e
]




pPo'

ORA VEDREMO QUELLO CHE UNA MAC-
CHINA PER LIMITI DEVE FARE IN GENERA-

LE_ QUI ANDIAMO SuL ch“-E
s

FER QUESTO VoI DELLO 200 FATE UN
DI SILEN2IolE MM

° o7 REGOLARE "}

< =5

Supponiamo che sia costruibile una macchi-
na per limiti per f( ) vicino ad un punto
(a,f(a)). (Per_legge, questo significa che la fun-
zione ¢ regolare e ininterrotta vicino ad
(a,f(a)).)

Per prima cosa la macchina per limiti (che
si chiama lim f(x)) viene sfidata con un certo
M= 0
numero positivo che rappresenta il margine di
errore. Il simbolo matematico ufficiale che
rappresenta questo margine di errore usato co-
me sfida & “‘e”. (Si legge “epsilon™).

Questa volta, quando McSquarcd inserisce
nella macchina € invece di un numero vero ¢

propriu

ok ,AMICI, Pos
S|AMo DIVERTRC!
N po!

cid costituisce una sfida tipo per la macchina
per limiti, cio¢ gli chiede QUANTO VICINO
ad a deve essere x affinché il risultato di AL-
FRED f(x) sia abbastanza vicino ad f(a) sul-
I'asse v da essere compreso entro la particola-
re distanza rappresentativa che ¢ data dal mar-

gine di errore €.



QUANTO ViciNo!

Che f(x) si trovi entro questo margine € da
f(a) significa semplicemente che f(x) deve tro-
varsi all’interno di un segmento dell’asse v de-
finito dalla diseguaglianza

f(a) — e <f(x) <f(a) +¢
La risposta a questo stimolo e data dalla

macchina per limiti € un altro simbolo “Oe)
(si legge “delta con epsilon™) .

fayg -—-—--—-———-
SFIDA [

F)€E f=-----
\_/-If
L

;G-S(GJ#&CIO";

) \“ / ﬂ;S(e)

RISPOSTA
RESPONSE
ANSWER

I
!
1
I
]
I
I
|
I
I

Quando la macchina per limiti fornisce )
AFFERMA che SE x ¢ a una distanza compre-
sa tra 0 e 6¢ey da a, ALLORA il risultato f(x)
di ALFRED sara abbastanza vicino ad f(a) sul-
I'asse y da essere compreso entro il margine di
errore richiesto € .

Se x dev'essere ad una distanza compresa
tra 0 e 8¢) da a sull’asse x, allora x deve
appartencre all'intervallo

(a — dgey, a + 8¢e))
che va da a — 8¢ey fino al punto a + 8¢e).

Cosi questi x devono soddisfare la disegua-
glianza

a— o) <x<a + §e).

Questo simbolo “8¢e) " NON significa “§”’
moltiplicato per “(e)”; lo spazio in 8( ) ¢ co-
me lo spazio vuoto in “f( )”. La funzione f( )
deve essere specificata da un numero, come
13, e produce un altro numero, detto “f(13)”.
8( ) ¢ il simbolo per la funzione della MAC-

Questo simbolo §¢e) indica una distanza: ¢é la
risposta alla domanda “QUANTO VICI-
RNEE S

CHINA PER LIMITI, che deve essere specifi-
cata da un determinato margine di errore, co-
me 1/2, e quindi deve dare come risultato un
altro numero che si chiama *“§ (). Non
sappiamo ancora quale dev'esserc questo nu-
mero, dal momento che non abbiamo una
FORMULA esplicita per §¢ y .

&




Riassumendo: quando vience messa alla pro-
va da un margine di errorc rappresentato da
“€”, la macchina per limiti, che ¢ associata ad
una funzione f( ) nel punto x = a, deve forni-
re una risposta rappresentativa con il simbolo
“6(e)”’. La macchina per limiti quindi afferma

che ;

SE 5| PRENDE UN QUALSIASI X ! mzﬁgwﬁ
A DISTANZA COMPRESATRAOQE : ﬁ X S0DDISFA
S(€)DA o E LO 81 INSERISCE IN 1,

b pew oacosee R |4 SEXande

ALLORA R0 DEVIESSERE ASBA. 1411 g

TANZA VICINO AD F(a) DA TROVAR,

Sl ENTRO IL N\RG!% bl ERRO.. IF(@)-CF)F @)

| RE RICHESTO €. '

Vediamo se possiamo scoprire come costru-
ire una macchina per limiti associata alla fun-
zione

g )=1/2( ) +2
che Grover stava studiando nell’ultimo para-
grafo, dove il punto “a” ¢ 2,

(23

8()=k()+2

. Al ATTENZIO,
SPECIE DI
IMBECILLE
NUMERICO.

— =
o
=

&,
LIEN

La macchina AFFERMA che questo ¢ vero
e eventualmente deve essere in grado di dare
una GARANZIA che lo PROVI realmente. Ma
naturalmente una macchina per limiti non
puo nemmeno cominciare a dimostrare qual-
cosa senza conoscere esattamente

(1) la formula della particolare funzione in

esame ,

(T )

(2) il numero “‘a’’ sull’asse x,

(3) una FORMULA per §¢e),
dal momento che una vera e propria dimostra-
zione si puo costruire soltanto se¢ disponiamo

di questi dati.

20

In questo caso,

gla) =g(2) = 1/2(2) + 2 =3,
e, g(x)=1/2(x) + 2.
Quindi il problema della macchina per limiti e
stabilire con precisione quale deve essere la
distanza & (¢Y(in corrispondenza di un qualsia-
si margine di errore € piccolo a placere) ... .

L R ke A
3~€ > :
ggrlc 2 7 :
L% Tl T

! 2 3 40)=%()12




—

tale che possa garantire che
SE prendiamo un qualsiasi x tale che

a a
¥

+
2—6(e)<x<2+ 6(9')
ALLORA, per quegli x,

e < Xix) -2 ¢ 3+ €,
4 —— v
g(2) g(x) g(2)

Ma siccome € sta per uno qualsiasi degli
infiniti margini di errore di prova possibili,
non puo esserci una garanzia per le singole
nsposte a TUTTI i possibili numeri di prova,
come purtroppo ha dovuto constatare Mc
Squared nel paragrafo precedente. La cosa mi-
gliore che puo fare una “prova’” della garanzia
¢ trovare una formula per & ¢y che esprime
esattamente quale dovrebbe essere § (e per
UN QUALSIASI € di prova e poi usare l'alge-
bra per arrivare da

“SE 2 — 8g)<x <2 + bge)”

ERLLORAI—e<1/2(x)+2<3 +e.”

Se si trova la formula giusta per §yallora
QUANDO SI SOSTITUISCE AD e UN DE-
TERMINATO NUMERO DI PROVA, L’AL-
GEBRA CI DICE CHE IL RAGIONAMENTO
SARA’ SEMPRE VALIDO ! !

VOGLIO RILEGGER:
0.

Nell’ultimo paragrafo, ogni volta che

McSquared inseriva nella macchina un numero
di prova per il margine di errore nella

il numero che nerisultava era doppio del
numero  introdotto.  Torniamo  indietro:
quando McSquared mise alla prova la
macchina per limiti con Ef il risultato

fu Hzew®) e la garanzia facendo uso

dell’algebra mostrava che 11 funzionava sul
serio!  Quindi, in questo c2;0, con un
margine di errore di prova dii/, la rispo-

: ale o B et :
smé@ﬂ, che ¢ uguale a Z{éputwa effet

tivamente esserc garantita !

Poi tento con 1/4, e ricevette la risposta 1/2,
che poteva essere garantita come al solito. Co-
si, in questo caso 8(/4 ) = 1/2 (che & uguale a
2:(1/4) ! ) (Notate come lo spazio vuoto in
6 () viene riempito dal particolare valore di
€ ! ) Quindi forse una buona STIMA per una
FORMULA di 6(y ¢ che la risposta b(e) sia
sempre il DOPPIO dell’e di prova, cioé

Ny 2]

0, in modo piu convenzionale

5@): 2 (&)




ULA PER &(e)
ADESSO CHE ABBIAMO UNA POSS’IBILE FORM ,
mo S ROSSIAMO USARE L ALGEBRA PER COMPLE

L xGARANZIA !

:ﬁmms‘g?r‘?nﬁ%sﬁx NEGE..- 2-80<X< 2+ 80
]

A S(@E)BICCOME 5€)=2€)....... 5 - 2¢< X< 2426
(0%A o218 LA&GEE;RA SoQUESTOX—_—

PER AVERE Q(x)=%x+2)
AMOLTIPLICHIAMO PER 3¢ PER AVERE

L'%"INIQCXP%’(TZ“--' e Yu2 Y40 26K % XK Y 24 V0 2€
A...E SEMPLIFICHIAMO, ALLORA ... ... €< %X I+E
7 E SOMMIAMO 2 PER AVERE IL"2"

IN gé():—.}i()()-fz erttreitceionieg K X422 24| 4+E

***ALLORA TR .'5-6(’&)“‘%(3*’6
(o)
3-€< ()< 3+e ¢

FUNZIONA ! DAL MOMENTO CHE QUESTA
Aﬁmnﬁmo BENE PER OGNI €,0GNI VOLTA CHE MET.
TIAMO ALLA PROVA [imsdl) CON ON DETERMINATO MARGINE o

ERRORE QUALSIASI(NON SEMPLICE -
__JMENTE IL NUMERO €) L'ALGEBRA
C! CONSENTE DI NSERIRE IL DOPPIO Iy QUE)! NUMERO AL
PoSTO DI &(e)(DAL MOMENTD CHE ARESSO 8()=2-())E
LA GARANZIA DEVE VALERE! (' A@a
ASSICURA CHE LE COSE. STANTS
PROPRIO Ccosi I
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Pertanto 1 matematici hanno dichiarato che 1l seguente RITUALE ¢ una “dimostrazione

ATEMATICOURRIQALE

DIMOSTRARE che il grafico di
o I =Tl i (i P

&

tlmente accettabile.

ERGO

¢ regolare e continua vicino a i)

\l. Perogni €>0, sia 85= 2e.
(Che ¢ lo stesso di costruire la macchina per limiti ‘ hm:m -
che produce due volte il numero “e” con il quale e stato mes-

s0 alla prova.)

2. Garanzia : SE 2 -6y <x<2+ 8
(Sostituendo 2e a §¢) 2o D e
(Moltiplicando per 1/2) 1 ~e<1Rx<V+e
(Sommando + 2) = B 2y +D 3 e

>, sostituend
Oppure, sostituendo ALLORA g Ay & o ( g(’) 4 g

ancora g( ) :

(E questo ¢ tutto quello che ¢ necessario nella garanzia ! )

Adesso il professor McSquared inserira tutta questa teoria sulle funzioni f( ) in genere e 1 punti
‘a” in una Definizione Matematica Ufficiale ! Notate il termine “continua”, che viene usato al
posto di “regolare e senza interruzioni”. (“Senza interruzioni” ¢ una dizione certamente NON
ufficiale)

&3




DEFINIZIONE

MATEMATICA
UFFICIALE

ot F() £ UNA FONZIONE

4. lim F) EsisTe E vae f(@)
X30
SE,PER OGNI NOMERO DI PROVA

STA S(¢)?0 TALE CHE,SE X
SODDISFA ALLA CONDIZIONE
Q.- Sy x o+ ()
ALLORA | PER GUE! VALORI DI
X, f@)-€<P)< )€,

2. 5l Dice cre f() ' conminua
NEL RNTD x=a. S im Pl

ESISTE EDE UGUALE A f(n).

A, UNA MACCHINA PER LIMITI GARANTITA ES1STE PER LA
€20, CE UN NUMERO DI RISRD.-

2. L GrAFICO DI

<T2r‘-Du:&k0:JE CONF! DENZIALE)

E NoN UFF(CIALE /

—— NZI
)D E- UNA MACCHINA PER FU ONI,
Efuseer

FUNZIONE () vicmo Ab (a,f(@) 8e '8 yna

MAGCHING o e wa LA PROPRIETA

CHE OGNL VOLTA CHE 5 INSERISCE UN NUMERD D
PROVA PER IL MAR%H\%E DI y ERRORE CoN IL

SIMBOLO £ 50, & 5+ oME RS

ON ALTRO NUMERO §)>0 CHE E' GARANTITD I

QUESTO MODO : SE Si” PRENDE UN QUALSIAS) VALORE
DI X CHE S0DDISHA Q-G (e)<x<a+ (©) E Lo

AV o
624 //

L+ a =)

X &
Sl INSERIScE IN [ESlumee)  ALLORA IL RISyL7ATS
F) soppisFA f(a)-€ P fay+€.

() E" REGOLARE E ININTERRQTTO

ViciNe Ab (a, Fla)) sk i s ;

ED £ IN GRADO DI SVoLGERE QUEATE OPERAZION
CON €-3 (¢)-




I matematici SPESSO riassumono tutto que-
w0 dicendo semplicemente “il limite di f(x)
per x che tende ad a E’ f(a)” ovvero, in gergo,

m f(x) = f(a),
x2a
e @ nporta all’idea intuitiva che (se f( ) &

segolare), quando x si avvicina ad a, f(x) si
#sicina ad f(a) come al suo numero LIMITE,

PRONTo ?

’_--—_---

Ma non possiamo mai andare tanto avanti

da vedere veramente 'arrivo finale di x fino
ad a e, nello stesso tempo, vedere I'arrivo di
f(x) fino ad f(a)!!! Invece dobbiamo ac-
contentarci del significato LOGICO ufficiale
di

lim f(x) = f(a),

X) o
che ¢ sempre SOLO che esiste un’opportuna
macchina per limiti. Allora, con questa mac-
china per limiti garantita, POSSIAMO far ve-
dere che siamo in grado di ottenere f(x) ‘‘tan-

to vicino ad f(a) quanto si vuole” (che equiva-
le a “entro un margine di errore € qualsiasi”)
prendendo x “‘abbastanza vicino’ ad a (basta
rendere la distanza di x ad a minore di 8¢y ).
Questo non ¢ proprio la stessa cosa dell’idea
intuitiva, ma ¢ la cosa migliore che possiamo
fare.

5




Dopo tutte queste cosc un po’ difficilt, tor-
niamo indietro un momento per esaminare un
paio di propricta delle definizioni ufficiali di
limite ¢ di cnntinuilfl

Gli intervalli di prova devono esserc verl e
propri intervalli di lunghezza positiva ¢ per
qucxto ¢ deve essere maggiore di zero. Anche
Se) ¢ deve essere maggiore di zero,! Questo
p(thL una funzione qualsiasi h( ), sia che il
suo grafico abbia o meno interruzioni vicino
ad (a.h(a)), ha solo UN punto del suo gr afico
al disopra (o al disotto) di x =a, cio¢ (a,h(a)).
Riguard;ue le regole per le funzioni: c’¢ solo
una freccia di corrispondenza che parte da
“2" nel dominio). Per ogni € di prova potrem
mo sempre “delimitare”
con barriere
dinate.

(z. hia)-+e)e (a hia) —€)

Ma questo non prova niente riguardo al fatto
che il grafico di h

‘

te “senza interruzioni’

Cosl, siccome 1111_1?} 1(x) cerca di dimostrare che

il grafico di h( ) ¢ senza interruziont VICINO
a (ah(a)), noi STABILIAMO PER LEGGE

che im h(x) deve semprc dare un intervallo di
T k=
1‘15pm‘1;{

(a U(e) é(g))
di lunghezza pmm\ a. cioe, nella nostra defini-
sione matematica ufficiale dobbiamo averc
8¢y = 0 per OGNI numero di prova € > 0.

S@(@RREFF@ BARRIERE
“AD UN PuNTO"
Q9 pow sovo
h@)+e 1 \,
il PUNTO (a,h(a)) h@)4----—---- :
“ad un punto” situate alle coor- b he)
S BT e
o :
. o o
) sia 0 meno cffettivamen- h()
VICINO a (a, h(a)).
IBIOTA
NIENT
|
F‘ | r I\I;‘/O ?
/ y V %
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Vediamo cosa succederebbe se fosse con-
sentito avere un’intervallo di prova di lunghez-
"4 zero. Se venisse prodotto un b (oY) di misura
positiva la garanzia per questo b (o) impliche-

bbe che il grafico della funzione al disopra
- 8oy a + 8 (o)) sia una retta
nzzontale. Quindi questo ragionamento po-

' intervallo (a -

trebbe essere applicato soltanto alle funzioni
¢ hanno per grafico rette orizzontali, e re-
"'::\rcrchbc a tal punto la definizione di con-
nuita che non sarcbbe utilizzabile. (Come
finiamo per non

prima se poniamo &)= 0,
nuscire a dire niente sulla continuita della
nzione). Quindi dobbiamo avere € > 0 per

ipprodare a qualche cosa.

BSERC

LS () =2( ) —1, un f(x) di come ri-

sultato d¢e) con la formul.l 6(5) =1/2¢€
Controllare la nostra GARANZIA : cioé passa-
\.i._l

SE 2 — 6¢g) <x <2+ ¢

Lr ALLORA f(2) e <f(x) <f(2) + ¢ _

11.3.2Sef( )=—-3( )+ 53, lim f(x)

X
da come risultato d@=1/3 e.Controllare la
GARANZIA, (Non dimenticare che moltipli-
cando le diseguaglianze per un numero negati-
vo si invertono i segni di diseguaglianza ! )

I11.3.3 Usando la stessa funzione di

II.3.2, supponiamo che hm f(x) dia invece co-

me risultato d¢ey —/c Patc vedere che anche

QUCSTO Puo esserc garantito.

(Indicazione: fare uso del fatto Chc%e <€
essendo € > 0),

SE 1 -1/6€<x <1+ 1/6 €(ihsnea e
Mnrl

ALLORA 2—e < —3(x) 45 <2 +e

Sperando che abbiate risolto corretta-
mente il problema della garanzia, questo

mostra che NON c¢i deve essere necessaria-

mente un solo valore di E'ie_)possono esserci

molti modi di programmare una macchina

per limiti affinché faccia vedere che la
stessa funzione €& continua nello stesso
punto !
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EPRCIZI

I1.2.1 Quando McSquared ha inserito 1/8 nella
Bl
Pty

te la garanzia, cioe passate da SE ad ALLORA

,il risultato é stato 1/4. Controlla-

con 'algebra.

BEZ — 1/4<x<2+ 1/4.

RS — I R 12 e F 53 < 1/8

[1:2:2 Quan(ltswgm‘i\u 1/ 000 COME NUMErO
) g8

di sfida per il margine di errore, R.D. disse che
Iin‘ig(\} avrebbe dato come risultato un 1/500
X2 ; 2 bl :

garantito. Controllate s¢ questo ¢ effettiva-

mente garantito.

go




g

I matematici hanno fatto ricorso a questo a-
stuto metodo “legislativo” per stabilire una
procedura per trattare qualsiasi funzione il cui
grafico si suppone regolare e senza interruzio-
ni nei pressi di un punto (a,f(a)).

(@} (@,f@)
el
F) i

EHI,LASCIAMI PER-
DERE ,NON VOGLIO
PI0 CHE TI MALTRATT!

Non ¢i preoccupiamo se il grafico ¢ VERAMENTE regolare ¢ senza interruzioni vicino ad

(a,f(a)) (nessuno lo sapra mai). Sc possiamo costruire una macchina per limiti che fornisce un

intervallo di risposta garantito per ogni scelta del numero che da il margine di errore,
STABILIAMO PER DEFINIZIONE che la nostra capacita di costruire tale macchina per limiti
per f( ) € una giustificazione sufficiente per affermare che il grafico di f( ) ¢ regolare e

ininterrotto vicino ad (a,f(a)). Questo ¢ il massimo che possiamo fare; se non altro possiamo

costruire delle barriere,

HMM, DUM DE DO DA
DO DO DA DE TRALALA |

MESQUARED S/ A.
MACCHINE per N?‘I

®o

O
e
]




pPo'

ORA VEDREMO QUELLO CHE UNA MAC-
CHINA PER LIMITI DEVE FARE IN GENERA-

LE_ QUI ANDIAMO SuL ch“-E
s

FER QUESTO VoI DELLO 200 FATE UN
DI SILEN2IolE MM

° o7 REGOLARE "}

< =5

Supponiamo che sia costruibile una macchi-
na per limiti per f( ) vicino ad un punto
(a,f(a)). (Per_legge, questo significa che la fun-
zione ¢ regolare e ininterrotta vicino ad
(a,f(a)).)

Per prima cosa la macchina per limiti (che
si chiama lim f(x)) viene sfidata con un certo
M= 0
numero positivo che rappresenta il margine di
errore. Il simbolo matematico ufficiale che
rappresenta questo margine di errore usato co-
me sfida & “‘e”. (Si legge “epsilon™).

Questa volta, quando McSquarcd inserisce
nella macchina € invece di un numero vero ¢

propriu

ok ,AMICI, Pos
S|AMo DIVERTRC!
N po!

cid costituisce una sfida tipo per la macchina
per limiti, cio¢ gli chiede QUANTO VICINO
ad a deve essere x affinché il risultato di AL-
FRED f(x) sia abbastanza vicino ad f(a) sul-
I'asse v da essere compreso entro la particola-
re distanza rappresentativa che ¢ data dal mar-

gine di errore €.



QUANTO ViciNo!

Che f(x) si trovi entro questo margine € da
f(a) significa semplicemente che f(x) deve tro-
varsi all’interno di un segmento dell’asse v de-
finito dalla diseguaglianza

f(a) — e <f(x) <f(a) +¢
La risposta a questo stimolo e data dalla

macchina per limiti € un altro simbolo “Oe)
(si legge “delta con epsilon™) .

fayg -—-—--—-———-
SFIDA [

F)€E f=-----
\_/-If
L

;G-S(GJ#&CIO";

) \“ / ﬂ;S(e)

RISPOSTA
RESPONSE
ANSWER

I
!
1
I
]
I
I
|
I
I

Quando la macchina per limiti fornisce )
AFFERMA che SE x ¢ a una distanza compre-
sa tra 0 e 6¢ey da a, ALLORA il risultato f(x)
di ALFRED sara abbastanza vicino ad f(a) sul-
I'asse y da essere compreso entro il margine di
errore richiesto € .

Se x dev'essere ad una distanza compresa
tra 0 e 8¢) da a sull’asse x, allora x deve
appartencre all'intervallo

(a — dgey, a + 8¢e))
che va da a — 8¢ey fino al punto a + 8¢e).

Cosi questi x devono soddisfare la disegua-
glianza

a— o) <x<a + §e).

Questo simbolo “8¢e) " NON significa “§”’
moltiplicato per “(e)”; lo spazio in 8( ) ¢ co-
me lo spazio vuoto in “f( )”. La funzione f( )
deve essere specificata da un numero, come
13, e produce un altro numero, detto “f(13)”.
8( ) ¢ il simbolo per la funzione della MAC-

Questo simbolo §¢e) indica una distanza: ¢é la
risposta alla domanda “QUANTO VICI-
RNEE S

CHINA PER LIMITI, che deve essere specifi-
cata da un determinato margine di errore, co-
me 1/2, e quindi deve dare come risultato un
altro numero che si chiama *“§ (). Non
sappiamo ancora quale dev'esserc questo nu-
mero, dal momento che non abbiamo una
FORMULA esplicita per §¢ y .

&




Riassumendo: quando vience messa alla pro-
va da un margine di errorc rappresentato da
“€”, la macchina per limiti, che ¢ associata ad
una funzione f( ) nel punto x = a, deve forni-
re una risposta rappresentativa con il simbolo
“6(e)”’. La macchina per limiti quindi afferma

che ;

SE 5| PRENDE UN QUALSIASI X ! mzﬁgwﬁ
A DISTANZA COMPRESATRAOQE : ﬁ X S0DDISFA
S(€)DA o E LO 81 INSERISCE IN 1,

b pew oacosee R |4 SEXande

ALLORA R0 DEVIESSERE ASBA. 1411 g

TANZA VICINO AD F(a) DA TROVAR,

Sl ENTRO IL N\RG!% bl ERRO.. IF(@)-CF)F @)

| RE RICHESTO €. '

Vediamo se possiamo scoprire come costru-
ire una macchina per limiti associata alla fun-
zione

g )=1/2( ) +2
che Grover stava studiando nell’ultimo para-
grafo, dove il punto “a” ¢ 2,

(23

8()=k()+2

. Al ATTENZIO,
SPECIE DI
IMBECILLE
NUMERICO.

— =
o
=

&,
LIEN

La macchina AFFERMA che questo ¢ vero
e eventualmente deve essere in grado di dare
una GARANZIA che lo PROVI realmente. Ma
naturalmente una macchina per limiti non
puo nemmeno cominciare a dimostrare qual-
cosa senza conoscere esattamente

(1) la formula della particolare funzione in

esame ,

(T )

(2) il numero “‘a’’ sull’asse x,

(3) una FORMULA per §¢e),
dal momento che una vera e propria dimostra-
zione si puo costruire soltanto se¢ disponiamo

di questi dati.

20

In questo caso,

gla) =g(2) = 1/2(2) + 2 =3,
e, g(x)=1/2(x) + 2.
Quindi il problema della macchina per limiti e
stabilire con precisione quale deve essere la
distanza & (¢Y(in corrispondenza di un qualsia-
si margine di errore € piccolo a placere) ... .

L R ke A
3~€ > :
ggrlc 2 7 :
L% Tl T

! 2 3 40)=%()12




—

tale che possa garantire che
SE prendiamo un qualsiasi x tale che

a a
¥

+
2—6(e)<x<2+ 6(9')
ALLORA, per quegli x,

e < Xix) -2 ¢ 3+ €,
4 —— v
g(2) g(x) g(2)

Ma siccome € sta per uno qualsiasi degli
infiniti margini di errore di prova possibili,
non puo esserci una garanzia per le singole
nsposte a TUTTI i possibili numeri di prova,
come purtroppo ha dovuto constatare Mc
Squared nel paragrafo precedente. La cosa mi-
gliore che puo fare una “prova’” della garanzia
¢ trovare una formula per & ¢y che esprime
esattamente quale dovrebbe essere § (e per
UN QUALSIASI € di prova e poi usare l'alge-
bra per arrivare da

“SE 2 — 8g)<x <2 + bge)”

ERLLORAI—e<1/2(x)+2<3 +e.”

Se si trova la formula giusta per §yallora
QUANDO SI SOSTITUISCE AD e UN DE-
TERMINATO NUMERO DI PROVA, L’AL-
GEBRA CI DICE CHE IL RAGIONAMENTO
SARA’ SEMPRE VALIDO ! !

VOGLIO RILEGGER:
0.

Nell’ultimo paragrafo, ogni volta che

McSquared inseriva nella macchina un numero
di prova per il margine di errore nella

il numero che nerisultava era doppio del
numero  introdotto.  Torniamo  indietro:
quando McSquared mise alla prova la
macchina per limiti con Ef il risultato

fu Hzew®) e la garanzia facendo uso

dell’algebra mostrava che 11 funzionava sul
serio!  Quindi, in questo c2;0, con un
margine di errore di prova dii/, la rispo-

: ale o B et :
smé@ﬂ, che ¢ uguale a Z{éputwa effet

tivamente esserc garantita !

Poi tento con 1/4, e ricevette la risposta 1/2,
che poteva essere garantita come al solito. Co-
si, in questo caso 8(/4 ) = 1/2 (che & uguale a
2:(1/4) ! ) (Notate come lo spazio vuoto in
6 () viene riempito dal particolare valore di
€ ! ) Quindi forse una buona STIMA per una
FORMULA di 6(y ¢ che la risposta b(e) sia
sempre il DOPPIO dell’e di prova, cioé

Ny 2]

0, in modo piu convenzionale

5@): 2 (&)




ULA PER &(e)
ADESSO CHE ABBIAMO UNA POSS’IBILE FORM ,
mo S ROSSIAMO USARE L ALGEBRA PER COMPLE

L xGARANZIA !

:ﬁmms‘g?r‘?nﬁ%sﬁx NEGE..- 2-80<X< 2+ 80
]

A S(@E)BICCOME 5€)=2€)....... 5 - 2¢< X< 2426
(0%A o218 LA&GEE;RA SoQUESTOX—_—

PER AVERE Q(x)=%x+2)
AMOLTIPLICHIAMO PER 3¢ PER AVERE

L'%"INIQCXP%’(TZ“--' e Yu2 Y40 26K % XK Y 24 V0 2€
A...E SEMPLIFICHIAMO, ALLORA ... ... €< %X I+E
7 E SOMMIAMO 2 PER AVERE IL"2"

IN gé():—.}i()()-fz erttreitceionieg K X422 24| 4+E

***ALLORA TR .'5-6(’&)“‘%(3*’6
(o)
3-€< ()< 3+e ¢

FUNZIONA ! DAL MOMENTO CHE QUESTA
Aﬁmnﬁmo BENE PER OGNI €,0GNI VOLTA CHE MET.
TIAMO ALLA PROVA [imsdl) CON ON DETERMINATO MARGINE o

ERRORE QUALSIASI(NON SEMPLICE -
__JMENTE IL NUMERO €) L'ALGEBRA
C! CONSENTE DI NSERIRE IL DOPPIO Iy QUE)! NUMERO AL
PoSTO DI &(e)(DAL MOMENTD CHE ARESSO 8()=2-())E
LA GARANZIA DEVE VALERE! (' A@a
ASSICURA CHE LE COSE. STANTS
PROPRIO Ccosi I
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Pertanto 1 matematici hanno dichiarato che 1l seguente RITUALE ¢ una “dimostrazione

ATEMATICOURRIQALE

DIMOSTRARE che il grafico di
o I =Tl i (i P

&

tlmente accettabile.

ERGO

¢ regolare e continua vicino a i)

\l. Perogni €>0, sia 85= 2e.
(Che ¢ lo stesso di costruire la macchina per limiti ‘ hm:m -
che produce due volte il numero “e” con il quale e stato mes-

s0 alla prova.)

2. Garanzia : SE 2 -6y <x<2+ 8
(Sostituendo 2e a §¢) 2o D e
(Moltiplicando per 1/2) 1 ~e<1Rx<V+e
(Sommando + 2) = B 2y +D 3 e

>, sostituend
Oppure, sostituendo ALLORA g Ay & o ( g(’) 4 g

ancora g( ) :

(E questo ¢ tutto quello che ¢ necessario nella garanzia ! )

Adesso il professor McSquared inserira tutta questa teoria sulle funzioni f( ) in genere e 1 punti
‘a” in una Definizione Matematica Ufficiale ! Notate il termine “continua”, che viene usato al
posto di “regolare e senza interruzioni”. (“Senza interruzioni” ¢ una dizione certamente NON
ufficiale)
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DEFINIZIONE

MATEMATICA
UFFICIALE

ot F() £ UNA FONZIONE

4. lim F) EsisTe E vae f(@)
X30
SE,PER OGNI NOMERO DI PROVA

STA S(¢)?0 TALE CHE,SE X
SODDISFA ALLA CONDIZIONE
Q.- Sy x o+ ()
ALLORA | PER GUE! VALORI DI
X, f@)-€<P)< )€,

2. 5l Dice cre f() ' conminua
NEL RNTD x=a. S im Pl

ESISTE EDE UGUALE A f(n).

A, UNA MACCHINA PER LIMITI GARANTITA ES1STE PER LA
€20, CE UN NUMERO DI RISRD.-

2. L GrAFICO DI

<T2r‘-Du:&k0:JE CONF! DENZIALE)

E NoN UFF(CIALE /

—— NZI
)D E- UNA MACCHINA PER FU ONI,
Efuseer

FUNZIONE () vicmo Ab (a,f(@) 8e '8 yna

MAGCHING o e wa LA PROPRIETA

CHE OGNL VOLTA CHE 5 INSERISCE UN NUMERD D
PROVA PER IL MAR%H\%E DI y ERRORE CoN IL

SIMBOLO £ 50, & 5+ oME RS

ON ALTRO NUMERO §)>0 CHE E' GARANTITD I

QUESTO MODO : SE Si” PRENDE UN QUALSIAS) VALORE
DI X CHE S0DDISHA Q-G (e)<x<a+ (©) E Lo

AV o
624 //

L+ a =)

X &
Sl INSERIScE IN [ESlumee)  ALLORA IL RISyL7ATS
F) soppisFA f(a)-€ P fay+€.

() E" REGOLARE E ININTERRQTTO

ViciNe Ab (a, Fla)) sk i s ;

ED £ IN GRADO DI SVoLGERE QUEATE OPERAZION
CON €-3 (¢)-




I matematici SPESSO riassumono tutto que-
w0 dicendo semplicemente “il limite di f(x)
per x che tende ad a E’ f(a)” ovvero, in gergo,

m f(x) = f(a),
x2a
e @ nporta all’idea intuitiva che (se f( ) &

segolare), quando x si avvicina ad a, f(x) si
#sicina ad f(a) come al suo numero LIMITE,

PRONTo ?

’_--—_---

Ma non possiamo mai andare tanto avanti

da vedere veramente 'arrivo finale di x fino
ad a e, nello stesso tempo, vedere I'arrivo di
f(x) fino ad f(a)!!! Invece dobbiamo ac-
contentarci del significato LOGICO ufficiale
di

lim f(x) = f(a),

X) o
che ¢ sempre SOLO che esiste un’opportuna
macchina per limiti. Allora, con questa mac-
china per limiti garantita, POSSIAMO far ve-
dere che siamo in grado di ottenere f(x) ‘‘tan-

to vicino ad f(a) quanto si vuole” (che equiva-
le a “entro un margine di errore € qualsiasi”)
prendendo x “‘abbastanza vicino’ ad a (basta
rendere la distanza di x ad a minore di 8¢y ).
Questo non ¢ proprio la stessa cosa dell’idea
intuitiva, ma ¢ la cosa migliore che possiamo
fare.
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Dopo tutte queste cosc un po’ difficilt, tor-
niamo indietro un momento per esaminare un
paio di propricta delle definizioni ufficiali di
limite ¢ di cnntinuilfl

Gli intervalli di prova devono esserc verl e
propri intervalli di lunghezza positiva ¢ per
qucxto ¢ deve essere maggiore di zero. Anche
Se) ¢ deve essere maggiore di zero,! Questo
p(thL una funzione qualsiasi h( ), sia che il
suo grafico abbia o meno interruzioni vicino
ad (a.h(a)), ha solo UN punto del suo gr afico
al disopra (o al disotto) di x =a, cio¢ (a,h(a)).
Riguard;ue le regole per le funzioni: c’¢ solo
una freccia di corrispondenza che parte da
“2" nel dominio). Per ogni € di prova potrem
mo sempre “delimitare”
con barriere
dinate.

(z. hia)-+e)e (a hia) —€)

Ma questo non prova niente riguardo al fatto
che il grafico di h

‘

te “senza interruzioni’

Cosl, siccome 1111_1?} 1(x) cerca di dimostrare che

il grafico di h( ) ¢ senza interruziont VICINO
a (ah(a)), noi STABILIAMO PER LEGGE

che im h(x) deve semprc dare un intervallo di
T k=
1‘15pm‘1;{

(a U(e) é(g))
di lunghezza pmm\ a. cioe, nella nostra defini-
sione matematica ufficiale dobbiamo averc
8¢y = 0 per OGNI numero di prova € > 0.

S@(@RREFF@ BARRIERE
“AD UN PuNTO"
Q9 pow sovo
h@)+e 1 \,
il PUNTO (a,h(a)) h@)4----—---- :
“ad un punto” situate alle coor- b he)
S BT e
o :
. o o
) sia 0 meno cffettivamen- h()
VICINO a (a, h(a)).
IBIOTA
NIENT
|
F‘ | r I\I;‘/O ?
/ y V %
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Vediamo cosa succederebbe se fosse con-
sentito avere un’intervallo di prova di lunghez-
"4 zero. Se venisse prodotto un b (oY) di misura
positiva la garanzia per questo b (o) impliche-

bbe che il grafico della funzione al disopra
- 8oy a + 8 (o)) sia una retta
nzzontale. Quindi questo ragionamento po-

' intervallo (a -

trebbe essere applicato soltanto alle funzioni
¢ hanno per grafico rette orizzontali, e re-
"'::\rcrchbc a tal punto la definizione di con-
nuita che non sarcbbe utilizzabile. (Come
finiamo per non

prima se poniamo &)= 0,
nuscire a dire niente sulla continuita della
nzione). Quindi dobbiamo avere € > 0 per

ipprodare a qualche cosa.

BSERC

LS () =2( ) —1, un f(x) di come ri-

sultato d¢e) con la formul.l 6(5) =1/2¢€
Controllare la nostra GARANZIA : cioé passa-
\.i._l

SE 2 — 6¢g) <x <2+ ¢

Lr ALLORA f(2) e <f(x) <f(2) + ¢ _

11.3.2Sef( )=—-3( )+ 53, lim f(x)

X
da come risultato d@=1/3 e.Controllare la
GARANZIA, (Non dimenticare che moltipli-
cando le diseguaglianze per un numero negati-
vo si invertono i segni di diseguaglianza ! )

I11.3.3 Usando la stessa funzione di

II.3.2, supponiamo che hm f(x) dia invece co-

me risultato d¢ey —/c Patc vedere che anche

QUCSTO Puo esserc garantito.

(Indicazione: fare uso del fatto Chc%e <€
essendo € > 0),

SE 1 -1/6€<x <1+ 1/6 €(ihsnea e
Mnrl

ALLORA 2—e < —3(x) 45 <2 +e

Sperando che abbiate risolto corretta-
mente il problema della garanzia, questo

mostra che NON c¢i deve essere necessaria-

mente un solo valore di E'ie_)possono esserci

molti modi di programmare una macchina

per limiti affinché faccia vedere che la
stessa funzione €& continua nello stesso
punto !
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CAEGOL]

(BEGRETD)

g

ORA RIVELEREMO COME TROVA)

RE UNA [FORMULA, PER o() |,CHE (I
DIRA COHEWOG I% (JNA
MACCHINA PER LIMITI . QUESTO (MAL)-
(A N CALCOLO SEGRETQ/(

CHE FINORA E' STATO SVELATO
RARAMMENTE !

STATE ALLA LARGA

| TRrsaRES | M HA

) e | @ﬁcﬁo
) |oweRe DvIE H/jf DI
&
PRIVATo ¢ i i

= ,
McSquared cerchera di risolvere il seguente
problema: cerchera di DIMOSTRARE che la
funzione
flt )=4—2()

¢ continua nel punto x =1, che poi ¢ la stessa

cosa che cercare di far vedere che

lim 4 — 2(x)
X+

1 3 k el
csiste ed € uguale a f(1) =4 — 2(1) =2.

PER PROGRAMMARE
LA MACCHINA AER LI-
MT DOBBIAMO TRO-

a Q
v

e

S 1= 8e)(X < 1+8@

ALLORA 2.~ € ( 4-2(0)¢ 2+€
4 i A |

f@ ) f@)

"..CHE E' UGUALE A Dirg
CHE DOBBWMO TROVARE CHE
(OSA METTERE QUI AL ASTO

: 2 DI QUESTD S¢E) -+ -
SE |- 8@)<X< |+ S@)
ALIORA 2 -£<4-2(x) {2+€R

r o~
@ fo)  f@

... CosT POSSIAMO USA-
RE L'ALGEBRA PER ARRIVA-
F?E DA IISEJI AD IIALLOmII s
ILCHE COMPRQVE,RA‘ LA




7Nl CALCOLO SEGRETO uSi
MO LNA SERIE DI "COME SAREBBE BELLO

SE" CHE COMINCIANDO DA " E CERCAN!
dO DI TORNARE AYREL .. }?LLLT%%ACCO g

USARE L'Al GERRA NELLE DISEGULA -
GLIANZE PER CERGARE DI I30[A.-
RE X... QUINDI ANDATE
ALLA FINE DELLA PRGINA

E LEGGETE VERY Lgﬂﬂ

S

PERCHE N0 2 )

\23 PONIAMO §(2)-%£!

Il calcolo segreto comincia con lintervallo
di prova (2 — €, 2 + €) nel codominio di f( ) e
scopre dove “svolta” verso il basso arrivando

ad un tratto del dominio di f( ).

. IL CALCOLO SEGRETD
. PROCEDE IN QUE .-
e e
i) S
-
.
§ ! ) DOMiNIO
Hie | wee \ () =4-20)

+» SE POTES-
wﬁwd “sas%r'ﬁ 6(£A£ -

O,EQUIVALEN TEHENTE INVERTIRE TUTTA
1A msweuma) cwa Br (03

0,Allo STESSO MObO (SEHPLiF!CARE
X RESTA msowbconesqmaz BELLOSE

GPPURE (MOLTIPLICARE %Rg%)
MO "2 N U9 X" ATTENZIDNE

Cost ELIMINI
st S1 INVER

TONO | SEeN| DI DISEGLAGU
(OME SARERBE &-EL-LQS

0,ANCHE (som:farcs .4 PER ELl_
MINARE 4“IN "4-2x )COHE SARERE BELIOSE

COME SARERBE BEI.LO SE SO0L0 FO5-
. smo CAPACI DI DIMOSTRARE QOESTO

SE 1- S@)(X( HS(E)

~€<X{|+642

1+€2 > X>1-62

(LX2)-(2)e ) (M) (2x) Xe)-2)+(2)e

2-€¢-2X<{-2+E

LLORA e e - R RN

L




COME VEDETE ,QUE -
ST0 CALCOLO SEGRET0
E* UN METODO VEWEN-!
TE coMopo DI... o

v
\
f 5_:,,3

TTTT
((H1
l';‘lh

A,

M
’( ‘

LI

oL,

CHE SLccE.
DE, RAGAZ2!,
NenN sTATE

-

[ [oHEH .. ™

TORNIAMO ALLE )

MACCHINE PEr |
T

LMY /‘




E FINIRE

SIAMO ARRIVATI A VEDERE COME Sa.
ReBBE BELLO st ()= (¢) poicke
SE QUESTO FOSSE VERO |, FOTREMMO

2 SENZ'ALTRO ROVESCIARE L RAGIONA
| MENTo "CoME saremae BELLO s&”

GARANZIA ...

CON UNA PROVA DELLA

PURTROPFo PENSO

CHE MIA MADRE C'ENTRI
QUALCOSA IN QUESTO

FAR 8| CHE -
S(e)~4(€)SEMPL-
CEMENTE PROGRAM-
MANDO ll_m -3 %
(ON LA FORMULA
80)=4()!questo
KENDE PossIBILE
COSTRUIRE LA MAC-
CHINA PER LIMITY 3
CHE E' PROPRIO

QUELLD CHE VOLEVA | |

MO FARE | conTROL

LIAMO LA GARANZIA- DOVRER

8E FUNZIONARE SE

PROVA UPFICIALE

CHe lim 4-2(X)EsiSTE EDE UgUA
B AS

1o PEROGNI €50,51A Se)=)
2e5E 1‘1660‘(”"5’5

(ADEsso CERCHIAMO DI OTTENERE
£)=4~2 () MANIPOLANDO LA DSEGUA -
GLIANZA CON LN.GEBRA)
MOLTIPLICHIAMD PER

G-@psamm ..1:)'2‘*‘6 >-2(x)>-2-€
N FO():4-J; X

CDLLS SEGRETO E"REVERS 18-

SOMMIAMD

4 PER
"IN

ALLORA
AVERE || '3 ) " <
el T

IL CAL-

Sebbene il Calcolo Segreto parta dalla e di
prova nel CODOMINIO di f( ) per TORNA-
RE all’intervallo di risposta ncl DOMINIO, la
Prova Ufficiale della garanzia deve procedere
sempre in senso opposto: dalla x dell’interval-
lo di risposta (nel dominio) a certi f(x) (nel
codominio), che sperabilmente ricadono nel-
l'intervallo di prova. Questa ¢ la stessa direzio-
ne in cui vanno le frecce nella definizione ori-
ginaria delle funzioni,

LA PROVA UFFICIALE

DELLA GARANZIA DEVE
PROCEDERE IN QUESTS
SENSO
24g |-----
2 -
2-€
e
2
3
8 DOMINIO
\
FO=4-20)
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EERCIZ

;’;j’.

Dimostrare che le seguenti funzioni sono continue per gli assegnati valori di “a’’. Secondo la

definizione matematica ufficialestabilita, questo significa che si deve far vedere che linlf(.\‘) esiste
’ A i) o b .

ed & uguale ad f(a) costruendo un’opportuna macchina per limiti che da una formula per d(e)in

termini di €, e poi dimostrando la necessaria garanzia. I calcoli segreti dovrebbero essere nascosti

dietro le parentesi. Qui ¢ svolto un esempio:

PROBLEMA : Dimostrare che f( )=3( ) -2

¢ continua nel punto x =2 .

Traduzione: Dimostrare che 1in}'3 (x)—2
Xy

2=4 .

esiste ed € uguale a f(2) = 3(2)

1. Perogni ¢ >0 318 Gy 1/3 ¢,

-

2. Se 2 g3 el x LY b1 iTignt

(ora inseriamo

f(x)=3(x) —2)

e<Ix)<6 +e
- e<I(x)<2<4+e€

6 £
4

(per 3)

(piu —2)

e questo ¢ proprio quanto volevamo fosse

garantito !

/ TR o it el B by i
: Calcolo Segreto: Cominciare con ALLORA e
1| procedere all'indietro verso SE. Cercare di ot-
,[ tenere x da solotra2 —(? ) e 2 + (? ). Perche
t{ 2 ? E’il numero che si trova qui: lim 3(x) —2
| X2
} SE 2 — 3¢ <x<2+ g

g E(:(_).'\-"l FE. SAREBBE BELLO SE 5@)2 13 e i1l
( (pcr1/3) 2—li3e=x<2t1/5¢

‘,‘ (’p‘i'i.l +2) 6 —e<3(x)<6+e¢

\

\ ’:\],LORA 4 —e<3x)—2<4-+e

\

-~

Notate che le diseguaglianze nel calcolo segreto ¢ nella dimostrazione ufficiale sono esattamente

le stesse !

Solo le spiegazioni dei passaggi sono diverse. Dopo essersi esercitati con alcune

dimostrazioni, generalmente non c¢’¢ pill bisogno di scrivere a lato il calcolo segreto. Basta scrivere

le diseguaglianze nella garanzia ufficiale dal basso in alto !

o2

1




11.4.1 Dimostrare che f( ) =/'2,‘( ) + 3 ¢ continua nel punto x =4 .

11.4.2 Dimostrare che f( ‘) = —/'ﬁ( ) + 5 € continua nel punto x=—3.

11.4.3 Dimostrare che f( ) =27 —%( ) € continua nel punto x = 5.
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Forse avrete notato che una formula che sem-
bra funzionare sempre ¢ porre.

|
= - * (e)
| coeff. ang. della retta |
Questo SARA’ effettivamente O.K., ma solo
per le rette ! Controlliamolo: dal disegno,

O

(coeff, ang, _ altezza _ ¢
della retta) base @)
e si puo risolvere questa espressione rispetto a
8¢ey ottenendo
pdh 1
6[5)"' . ( € ) !

coeff. ang.

t@+re A
f@) |
f@-e -

0

(Ma ricordatevi che altri §( jdiversi possono
andare altrettanto bene — fino a che riuscite
ad ottenere una garanzia corretta).

reale a.

11.4.4. Dimostrare che f( ) =2( )+ 7 ¢ continua nel punto x =a per UN QUALSIASI numero

11.4.5 Dimostrare che f( ) =16 — 1/2( ) ¢ continua nel punto x = a per ogni numero reale a.
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182, se - {(7.6 6.0}
8={e,2,0}, c={3,6,2,8}

o={g.33}.

o Aats = {0} {e, 9 }
() Buc = {?}= {8 2,036, @}
(¢) BAD = {?}:5&6={}

(d) Cn@ ,{?}=¢={}
@ cug-{2}=C ={34,6,Q)@}

8id A=1=3.2),

alle domande date qui di segnito;

B=]-1.3] ¢ C=(=2.~1]Inditatc A,

scrivete e nis

" |

B, ¢ C sull’asse reale o risponadete

poste usando sia la votazione insiemistica

con le parentesi _glzn"tcil}\:iu la notarione pitt breve con combinazioni di ®[", "7 ¢ di
A :
/ e J__B———Tﬂ__*
. : . : S e v T
-4 -3 ~2, SN 0 i iz j 4
e : = A e
31 ~AnG = C={X|X£m;-Z<Xé—i} L35 [BoCin A :g—L,L =
{xIxeR;-Z<x<2
.32 AUC s A:{XIXE(IR;&U(Q/} 1.3.6 (BnClnA :EJJ_I:I:{-[}
1.3.3 Bnc=[-1,--']={-[} 139 Au(Boac) = A
134 BvC-= C—z) 3]:{4%51?,2«&3} 138 (AnB)vC =(-2,2)-

rl 2.2 Au(BnC) =
@ﬁ 6,8}u{n}=
6,8 ﬂ}
(n u[u r ml[uu dovrebbe essere diverso da
G G

cambiare

Bisogna  fare attenzione nel

di posto lc parentesi.

1.3 9 5e uli s soddistino a

TN i

aqquale discguaghanza soddisfano 1 2x 7

-4<{2x£2

Quale discguaglanza vale per Vinsieme dei
(172 x) 2
| g |

..|<{><_€
Quale discguaglianza vale per Pinsieme dei
( 3Ix)°?

6>-5x=2-3
OWERO -3<£-3x< &S

[ 1.2.3 (AnB)nC =
olrfos 28} 5
1.2.4 (AnClu(BnC)

| ¢arE)

1.2.5 (AuB)n(AuC) =

B He,82,10
{@8e6,039}
{:@,‘@,Qaﬂ}

1.3.10 Se ¢ § soddistano a

> =3/2,
quale disepuagliang vared per insieme dei
257 B Zx>_5
oWERo ~3<2LXx£-2

Quale discpuaglianza varrd per insieme

142512 | Ll
i N f—éx> ;‘i
OWERD - < s xL -y

Ouale discauayd Pinsieme Jei

3\) 2

aanza \..H'i.‘l pl‘l'

PR

L

1.3.11 Sommare =4 4 ogm numero dell’in

\i=_|m~{x1 XelR,; -5 £x<4} 5

Quale intervallo si ottiene ?

{X_‘:]..i)(z TR;-EéX<4}=E9,0>

{x|xeR, -2,<x<z}

1.3.12 Sommare 372 4 ogni numere i
{x|xer; 22 x> 1}

Quale intervallo s otiiene 2

{xf}z]ngR5zéx>—J}=

(5,%

1.3.13 Quule mntervallo
dulla dhiseguaghianza

numerico ¢ deseriite

11 = xi<a:

TRASTORMARLD IN —2 <1 -X<{2.

ALLORA -3<-X<| OWERD, 3DX)-[;
INTERVALLO = (=1,3)

1.3.i4 Quale intervallo numerico & descritio
dalla discguaglianza
In+ 314 7
TRASFORNARLO IN -4<2Zx+3< 4
ALORA -7<2xS1  OWERD, - 5Xx <% -

X
INTERVALLO = (5,5 )

1.3.15 Quale intervallo numerico ¢ desenti

dalla discguaghianza

[=3= L}, x 15 2
TRASFORMARLO IN: -5<-3-)7X<5 :
ALLORA -24-%X<8

OVUERD, 47x>-16 : INERVALLO = (=16, 4)

1.3.16 Quale intervallo numerico & deseritio

dalla diseguaglianza

[ x + 4| <y 2

| TRASFoRMARLD M : -/<§/:<+4<Jr

4/
2.(/“( 5 e

25X 58k < (35)%): INTERVALLO(-I)‘{]_ “4)

@‘m)




Questo ¢ Grover che lavora un’alora funzio-

Prowate a sostituire tutti j “? 7,
‘{g)=?24 gl =22
gl@) - 28 g(O©7 =-F
g(@ 2 - 9.

I° possibile wovare un'altra risposta 2
H:)1=@:

) L3

Troviamo che gt 2) & civea 3/,
Adesso provate voi con qualehe valore 2

g(-1) =-1? g(0) = 45 2

Einr=1 7 g8)=0 2
g(35?) = -2 a5 7?) =0
By =2

g(=22727) = 3

g(4?7?) =2

CL‘,@
TUM Téa

4.3 Sc il dominio di 1t v ¢
{-1.0,%, 2, 8

¢l ==1 fOr= 0, 1=, (2)==2¢
[(3)==2

() Disegnare le frecee che indicano Lo corri
spondenza wra clemerti del dominio ¢ cle-
menti del codominio,

3 2
2o !
Z
= 0
Z 0 51

o | 2

(b)Y Disegnare il grafico di 1 ). (Sone solo 3
punti.)

(32) o 02
(—2\00

|
] 00) (2
B R e

- .(3,-I)
(’_]I.J}‘ -2

ta) Date un’etichetta ai punti
th) Se 1 punti rappresentano’ una funzione,

rovare
fi3y=>3-l
f(-3)=72
fily=2 &
f(2)=320
ffoy=: 0

(e) Disegnare e freeee che indicano la corri-
spondenza tra elementt del dominio ¢ clemen-

[t del codominio i questa funzione.

4 4
3

2 >

| Lo
! £

0 a0 s
| 2

' ks =

2 S -

-3 4-3

2
1+
=, e T . R (35 TR T e
. -
-2 . .
4.4 Se questo ¢l gratico di (),
| 4 |
-
-]
el 1 )
4 3 2 - 8] 2 - N TR

wrovare

() f(2)=33

(b) f(=2) = 25

(€ Se x ¢ un numero arbiteario in

(. 1= {X|xeR, 0<x<1

1
' trovare f(x) = 2 7] |
(i 21=3 .RISP: -l oWERo 2 oWERD S |
(eM( ?)=35/2 .RiSP: -2 oWeRo 23 oW. 45 |
(it 21=2 RISP. oo X IN (-!,Iﬁg)
1.4.5

Lspressione simbolica:

fl Yy=2+().
I'racctare aleune
frecee di corri-

spondenza

-3 -2 =l o | 2 3
\ ¥ I T : T
-3 -2 -1 0 ! 2 3

tracetate il suo grafico ¢ date un’etichetti w
punti del grafico. (Sono solo 5 punti)
(—-Z;'J L I '(3'“)
, ] (o,0) (h9)
] 2

.3 2 -1 (s}

.(_Eh..l) A

_]4 Grafico ?
3
s




1. 4.6

Supposto che
¢l ) abbia come

fico una retta,

qUOsSte sona
aleune frecee dh

corrispendenza di

1.5.3 ‘Tracciare la retta che passa per il punto
; : B |

{2, 3 con coclficientie anvolare |-§-L‘ tro-
vare la formula della funzione che ha per gra-

lico fa retta

3
2k
i+
. R e T - 8 B . ke
el B COEFF
_ab  ANeolare - l%. 8¢

Formula ?

Y= (3)+ % (x-(2)= -3+ % (x42)
GUIND) F():-.Bféglffjrl}

1.5.6 Tracciare la retta che ha per formul
I
v=E =N 4,
¢ 3

Qual’e il coefficiente angolare della retia ‘-%

LS
Grafico ¢ Espressione
simbolica 7
oL | (
- gl ) ==%
1.4.7 Tracaate alcune
Grafico: frecee di corrisponden s ?

L34 Tracciare L retta che passa per il punto
(1,3 con coefficiente angolare 2 ¢ trovare k
formula della funzione ¢he ha per grafico la

o

Per tracciare questa retta, siccome il cocffi

ciente angolare ¢ uguale a

coeft, = 2 altezea
ang. 5 T pee Dasc °

3 '\ngn QUESTOD
basta usare il triangolo PunTO 9"("3)

per arrivare al punto (2,11 che deve trovarsi
mch'esso sulla retta

COEFFICIENTI ANGOLARI NEGATIVE IN-
IICANO SEMPRE. CHE LA RETTA SALL
VIERSO SINISTRA !

: Haf)f(-z)(x-l):5—2;>(12'

Formula 2 =5_2x
- GUIND] F()_—S-.Z,()

1.5.7 Tracciare la retta deseritta dalla tormula
: L i 2
5 el

Qual ¢ il suo cocfficiente angolare 2 — 5

1.3.8 Tracciare la retta deseritc dalla formula
v —% 2x:

Qual’é il suo cocfficiente angolare =

N

I
it
B T
=l
-2
2y | CoctTiciente angolare 7 b 1)

1.5.2 “Tracciare la retta che passa per il punto
(2,00 con cocificiente ;mgnl;lrci_y trovare la

tunzione che ha per grafico la retia.

o O

NN

e T SO BT S G T T e T
Formula ? Y= 1—‘??’5 (X-Z\)z 4,'{’5:(-3/5
E‘(

(=)
quine F()=45( )-8

1.5.5 Iracciare la retta che passa per il punto
L -;-l con cocfficiente angolare -:-— tro
vare la formula della funzione che ha per gra-

fico la retta

qumol ()= -25( )- %2

159 iifficle ! Tracciare Lo retta coritencn

e punti £x,y o che seddistano alla formuls
e e )

Quul'¢ il suo cocfficiente angolare ?

gl
2F
I
T 7' 23
-
-2
_'ﬁ .
IL TRUCLo QUI

Coufficiente angolare ? % '%gﬁy';‘gg!g‘
‘ ASNISIR.‘\PE- 3
24 a2 o RONSTEE

e §E T

z
QUINDI fOy-26¢)1

103




310 (Ancora pit difficile 'y Tracciare la

ta comtencente §opunti Oy che soddisfino

k1 formula
Fae it

Ll € il suo coefficiente angolare ?

3
zF

ANCORA UNA VOLTA
[} iL TRucco STA NEL .

L'AlERE ¥ DA S0LO
IN N0 DEI MEMBR!
DELL' EQUAZIONE .
-r SOMMANDD 2, AD
AMBO | MEMBR| :
ZfZX-EH-Zd,:a\é
ALLoy
-3 MZ/S"%*’!,

ngolare % It RESTo &

FACILE .

Lawcthicientce a

1314 Trovare una formula per b retta che

passa per 1 punty { 3,-‘;—-) S —13 b
2[
COEFF. 4
“ i Aisocage  HE-E45) |
I'd
i C3)-Ly) -2

Y= &)+ CH)(x-(3))

e T i e LA

L3501 Trovare una formula per la retta che

L4iedl 1),

passa per i punti |

1.5.15 11 punto (4, 1) si trova sulla retta che

passa peripuntit 1 340 ¢ (1.14) ¢

SEMBRA ABBASTANZ A
VICING . PER ESSERE Si]
Re , TRoVA L'EQUAZIONE

DELLA RETTA E GUARDA
SE (4,-1) LA SoDDISFA,

.|r
COEFF. ANG. =
=l-1 -2

Hﬁ-fﬁ)(x-r}:i_-%x% =l-g X
OR4 GUARDA SE (4,-1)SODDISFA QUESTS
Sl21-gdai-2=-1; SI, FUNZIONA !

1.6.3 Discgnare il grafico della funzione

4 : L3
PR o S LR (v= SN2
(] a| J= ) \ TN Xl
|
PR T e e e ﬁl It
-1

Insnoingin: IN GI0

Snella o panciuta @ PANCIUTA B

Pasizione del vertice ¥ VALOR
Alcuni punti 2 VERNce: (—5,

(;2,56), (—4,%);(_\)

S
{ o ) e by |
(©,-17; (-6,-1)

3 ux='_';_."")\=}_/;§=_3

2.) 273)

%J y "i“ 5J %)

[CEENg R AT
Siccome [a retea punta verso sinistra, il coeffi-
ciente angolare della vetta dovrebbe essere un

wmero negativo, Controlliamolo:

Formula ? 5a4v{£§5)@{-1)),4.9;‘ 5-3x
owero Y= | +(F Yx-1)=1-3gxe3g =55 - 3rx

M ENTRAMBI | MoDl, Y = 33, 34 x

1.5.12 Trovare uma formula per la retta che
passa per i punti (0,1) ¢ (2,2),

1-2 -1
COEFF.ANG.:ET-:E.-%
FORMOLA: = I+(Jz’)(x-o)

:lng

1.6.1 Disegnare il grafico della fmzione

JotHl

f( |'--;:( L ly =gx242x 1)

Insuwoingio? IN SV
Snella o panciuta 7 PANCIUTA
-2

Posizionc del vertice F VALORE DIXe—7s= -2
2]

-

Alcuni punti ? (_3}_|> SR e -
(~‘w+\,',(_-5;-%\=\/0;'\,; (-4,1)

1.6.4 Discgmare il grafico dell:

1 funzione

FC)=-120 1 +H 12435 (y= 125447 45)
3 I *4{ ' Dovwegae
4 ES5ERs SCRITTo
COME PRMD TERMINE
3 Per otteneRe TC)
‘ NELLA FORMA STAN .
z bARD .
BO)e 4OIR12( )45
: )
e ST T A
-2
-3
el
Insuoingi ? INSU
Snclla o panciuta ? SNELLA
b =ty
Posizione del vertice 7 VALORE DFK;I._A__ o

Alcuni punti 7 VERTICE (%}_4; :

(1,-3);(2,-3);(0,5),(5,5)

L1513 Trovare una formula per b retta che
passa pert punti € 1, 2y e (1,00,

COEFF.
ANGOLARE :1?’;0 aE,

TRENG R WP
OWERD =0+ }(x-1)=x-1

ANCORA UNA VOLTA UTILIQANDO(—I,_Z)oOJo)cDNE
"PUNTe DRIGINARIG" L RISULTATS FINALE MON
CAMBIA .

1.6.2 Tracciare il grafico della renzione

£{ )= 20 02 40 Y+ LA 2x? 4 4x +D
st
of
e | et
EE ) o0 2| 2l Sl e e

Insuwoin @i ? INGIO w
Sneila o panciuta = SNELLA
Posizione del vertice 7 VALORE D X =2—-.41\ =
Alcum punti 7 VERTiCE - {IJS)

(©1); (2,1);(1,-5);(3,-5)

1.6.5 Iisegnare 1l grafico del

la funzone

A=-l: E sme A LN owsaol\
PUNTEG DI FLESSO : VALORE DI X= '3%'_%:--2:

PUNTD: (-2,-1)

ALTRI PUNT! : (.3,.5);(4,0'

4.5 (o.-3)




1.6.6 Disemare il grafico della funzione
T LR B D ]
fOy=g( 3 +30 ) + 2.0 ) +2,

&}

5
4}
3

g B

-2

A=) B siLe A{‘JON/

PUNTO DI FLESS0 : VALORE DI X 25 2-|

30z)
PUNTD : (~1,1)
i Puin - 0,2 (-2,9);(,6), €3,-4)

1.6.7 Disegnare il grafico della funzione

7 2N  EPE 2 q q
|(!—T() 3()+'T11 1.
4
3
2
1-é-|flui334557"é
=1

A~k : EaMLE A \Jowero /
: z=3)
PUNTO D FLESSO : VALORE DI x.é__g_z
PUNTO : (2,2)
ALTRI RONTT ; <|,3);(5,,);(0',)).(4'5)

11.2.1 Quando McSquared ha inserite 1/8 nella
gl
| S

te la maranz, doé passate da SE ad ALLORA

Al risultate € stato 1/4. Controlla-

con Palgebra

SE2=14<x<2+ 14, (MoLTPLcARe

; : DGﬁr/z)

é'@)'ﬁ'@'{;)()jx @)
I <)g x<1+kg

(AGGluMGERE 2,) 3'/'5‘('5’( +Z<5+,i§'

CORRISFONDE
Ay

ALLORA 3=1/8<<1/2x+2<3+1/8

11.3.1 Se ft y=20 y =1, lim f(x) di come ri-
el

sultito ey con la formula §gey=1:2¢ |
Controllare la nostra GARANZIA ; cioc passa-
re da

SE2— b <x <2+ 8¢y (6@):4' .s)
QUNDI 2~ Ke<x<2+5€
Sno:.nmmmo AR 2):4-E<2x<4+€
AGGIUNGENDO -1 ) 3 _ £ <L x<4+€
(@uiNei fi2)=4-123)
PLALLORA £(2) = € <F(x) <f(2) +e¢

11.3.28e f( )==3( )+ 5, lim f(x)

Xl
da come risultato Sggy=1/3 e Controllare la
GARANZIA. (Non dimenticare che moltipli-
cando le discguaglianze per un numero negati-
vo si invertono 1 segni di diseguaglianza ! )

=) N

BE 1-%4e<x( I+}_,.£(£@) b ¥
(Fer.2) -3, €>-3x>-3-«
(P35) 24+ED-2x45<%-E

OWERC ALCRA 2.E <—%x+5<z»e
OWERD fre<MxcbN v €

11.2.2 Quando -.ugvui\u 141000 COME NUMCro
S T .. Y .

di sfida per il margine di errore, R.D. disse che

I (5 avrebbe dato come risultaoe un 17500

X2~ 2 i % .

garantito. Controllate se questo ¢ effettiva-

mente grantito,

OB 2:40<x<a+ 40
Aommcmmj l_%m<%¥<l+{w

Cpez iy

ALLORA

{ (Aeetmsmm z,) : 5-1"3/W<'4x +2<3+ 4,
OWERO,

ALLORA 92)- L~ < 36)<3@ )+ L0

11.3.3 Usando la stessa funzione di

11.3.2, supponiamo che En: f(x) dia invece co

me risultato Segy =)§L FFate vedere che anche

(UUSTO PUO CSsere girantito.

(Indicazione: fare uso del fatto chefe <e
essendo € > 0).

SE 1-1/6e<x<1+1/6¢ (Pr-3)
_51-/.'{6 >—5X>—5-}£€ (9}5 5}

2+ € >43x+5>2/-)5 €
WERD 25 € <-Bx+r5< 20y €

(M e c€ qune, )5 lne
OWERD -.5€ - ¢ | ANGHE)
ALLoRA z'€<2‘{5<‘5x*5<2*,55<2+6

ALIORA 2 e <-3(x)+5<2 +¢

1.6.8 Discgnare il grafico della funzione

fC == ) 4+3:( )42,

»

o

T yeErEE e

V'OJ15456

-2

Az-| : ESIMILE A \ N\ owero &

FUNTD D) FLESSO:"B'=0 QuI.

Cosi | VALORE Du(:_;’(i’ mi
PUNTO : (0, 2.)

ALTRY PN : (1,4); (1,0);(2,0);(-2,-4)

4.1 Dimostrare che [y
DIMOSTRARE CHE
l. sla d@)=2¢€
9. 60 A-2€(x{4+2E
(PerYg): 2-€<)gx<2+€
(P10 3): Allora 5-€ ()j:xr5<5+£

<

lim P(x) ESISTE ED E™VUALE 4 [(4)=5
x4

owgro AUORA f(a)-e<F)<f)+E

| -‘/z‘l b+ 3 ¢ continua nel punto x =4

fay=5@)+3-5
. SE 4-6¢x<4+ b€
T f LOME SAREBEE Bl SE 6@)=25
(PER2): 4 .26<xi4+2¢
(PG *3) 2. €45 x<2+€
5 _E sz+5<5+£
Alora fg)_e (PG Fnd]

(Per-g): re>-JixD €

Rigaa

ALORA  f(L3)-e< foy< Fe 3)+E

(P15 5): (BakwE>-kx+5>(5+/5)-€
Ture ) (56g )- €<%+ 5B g )+e

continu nel punto X -3

Péa):T'/q(—S)+5=)5+5\
“sal /T BSaxn4-345G)
/ (OHE SAREBBE BELD 5 5@):%!
/ b <BeGedxdoalos
(RRCR)): JoeRe> (o g%
\ (RIES)): 5 € <gx< g re
\ 4 God)cchas<Gik)re
\AUoRA P 3)- € <FEcREa)e

4.2 Dimostrare che fi 2 =—241 2+ 5 ¢

DIMOSTRARE CHE )l(if_i(x) ESISTE ED £ EGUAIE A fga):gf/rs
l. SIA §E&)-9¢ R

9. 5 -3-9€<x(-3+4¢€

(e




1.4.3 Dimostrare che f{ 1 =27 —%( Ve continua nel punto x =3
DIMOSTRARE CHE E-Tspcx) ESISTE ED E pouatk A fi(5)=27-%
A ! |
FC—5)-27-4§<5):2?-/2’

SE S5-8)<x< 5, Sce)
/ COHE SAReBaE Bewo 5 Sy o€ !

1 5-l10e<x<5+lo€e
(PER-1O): 5,10€ Yx>5_ o€
(PG -27): 24 & X ogee

1. SA 5&):!06 e ot
2. SE 5_10e <x<5+I0€ e

(PR -fg ) -faer-15 Xy-k-€

(Po 27): (21-5)+€ 720 x >(21-4)-€
oweRo, (21.)5)-€<21- )5 X< (214 )+ €

ALLORA  F(5)- £ < Fex) < (s)ee

@1-4)-¢ <21k x<Q@r-f)+e
ALLORA F(s.)- £< P@j( C(s)),(_)

11.4.4. Dimostrare che £( ) =2( ) + 7 & continua nel punto x =a per UN QUALSIASI numero
realea. QUESTO FUNZIONERA' FROPRIO COME GLI ALTR) |

DIMOSTRARE lim P(x) EsiSTE ED £* EGUALE A f(o\=2
e lim P e (@=204+7 SEa.-J(E)(x{m-@

l. SIA 5@)-,.)55 et T ik i _CDHEMEBE%%Q‘J’;E
(m,g):aj}zje x<aske
(Ptfl—?).‘ lo-E(2x<la + €
2047-£<Ix+7<2 +T+e
ALORA f(@)-€ <Fix)fa).e

2. st cu-,f,:e<>f<a+/ge

(PR2): 30,-€<2x<20+&

(PU7) ! 2asT-€<8x+7< 2asT+ €
ViR, ALLoRA  {(a)-¢ <Fe)<Pa)+€
L'ALGEBRA DICE' CHE QUESTO SARA' VALIDG PER UN QuUALSIAS) ‘o’

IL.4.5 Dimostrare che f{ ) =16 — 1/2( ) & continua nel punto x =u per ogni numero reale i,

DIMOSTRARE CHE x‘iﬂ F(x) ESISTE Eb E* EGUALE A f(a)- l6-%a

SE a-d(e)<x<a +8(¢)

= COME SAREBBE BELLO SE ()2 .
(ﬁl’g:}rg) v-2e<x{0ysde
(PR-2) s lEDXP Q-2 €
'CPIG’;IG): fa-£<-hx{-Fase
lG-,éza -E<Ib L x 160 E

AIJD+RA f@)-e<Fe)¢ fa) e

l.sw S@)=2¢ €——m=mee___ -
2. 5 0-2€<x{0+2¢

(PR-k): _)Zmé)—,gx)—)za-é

(PG 16): 16-)a4 €)l6-kxdI6-Ya ¢
C?g#g‘);(ié.?kaj_é <lb-yx<(l6-fa)s €
AloRA  f(a)-e< Foa<ta)e




sapere

Quale scienza
per quale potere ?

Quale potere
per quale societa?

Con questi interrogativi la piti antica rivista di divulgazione
scientifica italiana, SAPERE, apriva nel gennaio 1974 il
suo 768" numero, il primo della nuova serie

diretta da Giulio A. Maccacaro.

E spiegava:

« Perché di scienza & ormai fatto il potere e di potere

gli uomini vivono e muoiono. Cosi che ’fare scienza’

vuol dire, oggi e in ogni caso, lavorare ‘per’ o 'contro’
I'uomo ed ogni uomo & raggiunto dalla scienza per esserne
fatto pit libero o pit1 oppresso. L’organizzazione scientifica
del lavoro ed il lavoro dell’organizzazione scientifica
ripetono e diffondono, dalla fabbrica e dal laboratorio,

un unico comando che si allarga e raggiunge

ogni spazio e ogni tempo della vita.

Distinguere, allora, tra 'addetti’ e 'non addetti’ ai lavori
della scienza — per riservare ai primi la proprieta

del discorso da rivolgere ai secondi in modi benevolmente
divulgati — corrisponde a una scelta di conservazione.

La rifutiamo per un’altra che riconosce soltanto
‘operatori’ e "operati’ della scienza, cosl come del potere
e, dunque, della scienza che & potere.

Vorremmo queste pagine particolarmente attente e
aperte alle domande e alle proposte, all’esperienza

e al sapere degli 'altri’; coloro che l'egemonia borghese
ha sempre escluso dal privilegio della conoscenza
scientifica. Perché la loro candidatura politica & anche
una candidatura scientifica: quali soggetti di una scienza
che non sia piti la stessa in un comando diverso,

ma sia diversa per una nuova liberazione ».

Da allora la rivista SAPERE ha pubblicato articoli

e monografie su temi di scottante attualitd sociale,

come la crisi energetica, il cancro da lavoro, il problema
demografico, I'informatica come controllo della societa,

il ruolo delle industrie chimica e siderurgica,

gli alimenti industrializzati, il problema dell’acqua potabile,
il controllo dei comportamenti, la carestia programmata,
la medicina del lavoro, la droga, I'organizzazione
scientifica del lavoro, la generazione involontaria,

ricerca e societa.

Ha ospitato dibattiti sull'Universita, la maternita,

i terremoti, la fisica nucleare, la riforma sanitaria,

la ricerca scientifica, la didattica, la nocivita del lavoro,
la genetica, Ietologia.

Alla impostazione e alla elaborazione della rivista
contribuisce il gruppo aperto di cui fanno parte:

Giovanni Abrami, Mario Agostinelli, Franco Basaglia,
Maria Beltrami, Giorgio Bert, Virginio Bettini, Giorgio
Bignami, Sergio Bologna, Gianpiero Borella,

Floriano Calvino, Luigi Cancrini, Franco Carnevale, Carlo
Casti, Francesco Ceratti, Giovanni Cesareo, Francesco
Ciafaloni, Marcello Cini, Cesare Cislaghi, Franco D’Andrea,
Giuseppe De Luca, Angelo Dina, Aldo Fabiani, Vittorio
Fagone, Enrico Falqui, Guido Fiegna, Marina Frontali,
Sancia Gaetani, Edoardo Gaffurri, Massimo Gaglio,
Gianfranco Ghiara, Valerio Giardini, Giovanni Jervis,
Felice Laudadio, Giuseppe Lojacono, Vittorio Lombardi,
Ugo Lucca, Giulio A. Maccacaro, Thomas Maldonado,
Paola M. Manacorda, Luigi Mara, Marco Margnelli,
Alberto Martinelli, Bruno Mazza, Leo Nahon, Raffaele
Nusiti, Stefano Mistura, Franca Ongaro, Dario Paccino,
Erminio Raiteri, Dario Romano, Renato Rozzi, Vladimiro
Scatturin, Ezio Tabacco, Benedetto Terracini,

Hrayr Terzian, Ettore Tibaldi, Renzo Tomatis,
Emanuele Vinassa de Regny, Michele Zappella, G.B. Zorzoli.




PER ORDINARE
IL TUO SECONDO

VOLUME ) GUARDA
GO SOTIS ...

0L YOLYME oo

ARGOMENTI

Altri calcoli segreti sulle parabole,

Una funzione che non ¢ continua,
Continuitd in un intervallo.

Cosa succede quando in un grafico manca un
punto.

Unicitd di un punto limite: dimostrazione di
un teorema autentico.

Capitolo III. Derivate.

Il problema del coefficiente angolare di una
tangente.

Costruzione della funzione della tangente,
Leggi relative al «rito dei tre passi» per le
derivate.

Definizionc delle derivate.

Derivate gencrali delle polinomiali.
Velocira.

Ritagliare ¢ spedire a: BCD — Via Mattco Bandcllo, 16 — 20123 Milano — Telefono 4982986

O  Per favore speditemi in contrassegno (L. 4.000 + L. 300 di contributo spese postali)
n.... copie del Secondo Volume del Manuale di Calcolo Differenziale del Prof.
Mc. Squared non appena sara disponibile

0 Sono interessato a ricevere il catalogo completo delle vostre pubblicazioni.
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