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QUESTO E’ UN VERO MANUALE DI CALCOLO DIFFERENZIALE,

scritto soprattutto per quelli che ricordano un po’ di algebra delle scuole superiori ¢ sono
curiosi di vedere lo strano modo in cui i matematici hanno costruito il calcolo differenziale.
Un altro vantaggio ¢ che chiunque abbia sopportato fino in fondo lo strano corso del Prof.
McSquared avra acquisito una buona base per affrontarc un normale libro di analisi mate-
matica !

La nostra idea originale cra che, trovando un personaggio per ogni concetto matematico del
calcolo differenziale ¢ facendoli recitare, ne sarebbe risultato un libro molto piu vivo e inte-
ressante dei soliti manuali. Ma per strada 1 personaggi hanno assunto una vitaliti molto mag-
giore di quella che ci aspettavamo ¢ qualche volta sembrano andarsene per conto loro. Cosi,
s¢ vi fanno perdere il filo, tornate indictro ¢ rilegeete quello che avete gia fatto cercando di
fare gli csprcizi—;lhhi;Lnlc; lasciato lo spazio per svolgerli sul libro e le risposte sono alla fine.

Ringraziamo Pat Brewer. Loring Woodman, Sam Piconc e molti studenti per il loro aiuto.

Speriamo che il libro vi piacera
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Introduzione - nella quale vengono svelati
aleri aspetti del mistero del calcolo diffe-
renziale.

Presentazione dei personaggi.

Gapitolo 1. Funzioni.

L2 Teoria degli insiemi - unione, interse-
zioni, ecc.
Diagrammi di Venn.

L3 Insiemi di numeri con la partecipazio-
nedi{l } T ], L Yie axw.
Moltiplicazioni di insiemi di numeri
per una costante — accorciamenti, re-
stringimenti e «ribaltamenti».

Valori assoluti.

Descrizione di intervalli numerici usan-

do i valori assoluti.

L4 Funzioni.
Regole per le funzioni.
Macchine per funzioni.
Regole pili precise per le funzioni.
Costruzione di grafici per funzioni.
Etichertatura dei punti .
Formule per le funzioni.
Le famose funzioni che hanno per
grafico una rerta.

L5 Rette.
Coefficienti angolari.
La formula generale punto - cocf-
ficiente angolare.
Coefficiente angolare di una retta
noti due dei suoi punti.

1.6 Altre funzioni che hanno per grafico
parabole e cubiche.
Parabole.
Cubiche.

Capitolo II. Limiti.

IL111 problema della regolarita.

11.2 Macchine per limiti.

N3 eedé.
Dimostrazione della regolarita del
grafico di una funzione.
Definizione di continuita.

1.4 Calcoli segreti: come trovare una
formula per &

RISPOSTE !

61

65
68
69
72
87

93

98
105

SECONDO VOLUME (in preparazione - vedi
il modulo di richiesta alla fine del libro).

ARGOMENTI

Alrri calcoli segreti sulle parabole.

Una funzione che non & continua.
Continuitd in un intervallo.

Cosa succede quando in un grafico manca un
punto.

Unicita di un punto limite: dimostrazione di
un teorema autentico.

Capirolo 1II. Derivate,

Il problema del coefficiente angolare di una
tangente.

Costruzione della funzione della tangente.
Leggi relative al «rito dei tre passi» per le
derivate.

Definizione delle derivate.

Derivate generali delle polinomiali.
Velocita.




I calcolo infinitesimale consiste nello stu-
dio RIGOROSO del tipo di relazioni che
possono essere rappresentate in un grafico.
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Studiando tali relazioni i matematici cerca-
rono di risponderc a queste domande:

La PRIMA domanda ¢. .. .; ;

—CHE TiPo DI SCHEMA Lo
/GICO POSSIAMO USARE PER
DISCUTERE QuE -

) N
N,

\ O\

SR o

I disegni non sono abbastanza precisi ¢ i
calcolatori con loro non possono operare.

Supposto che si possa rispondere in
modo coerente alla prima domanda, la
SECONDA domanda é. ..

6

~— COME SI PUO DIRE

IN MODO PRECISO CHE
/UN SRAFICO HA ]
[UNA CORVA REGOLARE PWT- /
\TOSTo CHE_UN ANDAMENTO
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I matematici per anni si scervellarono su
questo problema ¢ infine riuscirono a tro-
vare una risposta convincente, anche se un
po’ complessa, che diede modo di trattare
anche la TERZA domanda . . .

/Sorro QUAL! CONY
/DIZIONI LA CORVA ]
/DI UN GRAFICO E~
ABBASTANZA REGO .




Le rispostc a queste tre domande costi- matici avevano bisogno per parlare di velo-
tuirono la base di quello che viene chia- citd, gravitd, etc.,, dando cosi inizio all’av-
mato “Calcolo Differenziale”, ¢ queste ri- ventura della scienza moderna.

sposte crano proprie quello di cui 1 mate-
p prop q
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Per prima cosa i matematici f/’f / J’,-" ."‘ |'
inventarono un modo logico 6:“%—;“/ o
per parlare del tipo di rela- {ﬁ_g‘ﬁﬁﬂeg
zioni che possono essere rap- ’J'?—" :T:"‘wf:-"-f e j
presentate in un grafico. %%z%. ,_1,\’/

L’idea basc & che si abbiano due collezjoni di elementi come ore e voti ¢ che vi sia
qualche tipo di corrispondenza tra di loro. Cosi, per iniziare, abbiamo bisogno di stru-
menti in grado di trattare collezioni di elementi. Possiamo fare collezioni di

QUALUNQUE COSA.
L=
(2

A

S
Q B =
J%V\
AW
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TECRIA
DEGL)

INSEL]

Per descrivere le collezioni di elementi i
mettiamo in sacchetti detti INSIEMI. I
simbolo del linguaggio matematico che sta
ad indicare “A ¢ l'insieme che contiene un
cubo, Theta, sei e Good Vibes” &

A= {(D.,0.6.8}.

Pensate alle parentesi graffe e come ai
lati del sacchetto e immaginate A come
un’etichetta.

Se vogliamo dirc che un dato elemento ¢
in un certo sacchetto, ad esempio “Theta ¢
nell’insieme A’ questo si esprime In simboli
COS1:

BeA
dove il simbolo € significa ‘¢ un membro
dell’insieme”’,

I matematici fanno ogni sorta di opera-
zioni con gli instemi, come ad esempio ten-
tare di stabilire se ¢ quali elementi hanno
in comune due diversi insiemi . . .

.0 unire due insiemi per formarc un

nuovo insieme.

Lo studio di questi procedimenti, che possono
diventare molto complicati, viene chiamato
TEORIA DEGLI INSIEMI. Ecco alcune rego-
le fondamentali di questo gioco.

S [ Rl

{.Q ,2 ,e},ETC - DATO

CHE Al SACCHETTI NON
INTERESSA COME GLI

OGGETT SONO DISROST!
AL LORO fNTEM




REGOLA

: ‘ .,,‘-‘:‘TUOE{G 8} {6}

ONA DELLE REGOLE \1
PO DIFFICILI E CHE |

DOPRIOKT

IN UN INSIEME NON CONTA-
NO COME UN ELEMENTO IN PIV0:

[ THETA! )

=
74 e, r

REGOA

/51 RoEoNG UNIRE DU\
o PIU INSIEMI PER FOR-
ON Noovo INSIEME

3 DeTio ”NlONE
DEGL  INSIEM|-

E PER UNIRE G| INSIEM
VIENE USAT™O IL
SIMROLO U

\
il Prccom, |
/@ \ SEI CARINA /

, <\ SAI'?

”/PER F_SEMPlO St A= {@6 o}
B={6.2,0} ALLoraup"
F_ 'A UNIONE B E SigNIFicA

' INSIEME DEGLI OGGETTI
tm A PRESO INSIEME CON

Gl OGGETT IN B

B

@@ ﬁ?

L' OPERAZIONE DI METTERE
| DUE SACCHETTI INSIEME E w

MOSWA??\ SIMBOUCAMENTE

AuB {@B6602.0}
-{986662.0}
{@8662,0}
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ReGoLA [DUE INSIEMI POSm\
CGSERE DIVERS! MA AVE-
RE ALCONI ELEMENTL [N CO-

MONE  IN QUESTO CASO 9
POS50NO METTERE GLI ELEMENTI
COMONI IN UN NuoVo INSIEME

pero INTERSEZIOMNE o:-

| GU INSEMI _,
IL SIMBOLO ()" CON | NOMI DEGLI

INSIEMI STA AD INDICARE CHE

-@BJAMO COMPIOTD QUESTA

0

N O6NUNO Of QUESTI SACCHETT!
e UN THETA . PER CHIAKE22A FACEMOO
L/ INTERSESIONE DI QUESTI OUE INSIE -
Ml SAKEBBE MEgLio METTERE | OUE
THETA NELLD STESSO SACHETIO , SEGUEV
DO LF REGOLE ALLA LETTERA .

Per esempio, se A ={@,a,(,,e}

e - SRy i

“A intersezione B” & “l'insieme di quegli
elementi in A che sono anche in B”, e
questo ¢ l'insieme che contiene solo Theta.
In simboli matematici abbiamo

anB= {@,8.6,6}n {6,2,9} ={6}.
Pud capitare che due insiemi non ab-
biano NIENTE in comune. In questo caso
facciamo uso di un insieme che non con-
tiene alcun elemento. Questo particolare in-
sieme ¢ detto ‘“‘insieme vuoto” e si indica

col simbolo ¢. Quindi ¢ ={ } g

PER ESEMPIO,SE A-{s,n}\
E B-{O}ALORA
AﬂB={3,ﬂ-} n{e} ={.}=¢ H

| MATEMATICI SPESSO PESCRIVONO QUESTO FAT-
TO USANDO CERCHI INVECE DI SACCHETT!. | CER-
CHI Sl INTERSECANO QUANDO GLI INSIEMI HAN -
NO ELEMENT! IN COMUNE . QUESTA RAPPRESEN-
TAZIONE VIENE CHIAMATA DIAGRANMA DI

VENN. > A-{9,8,6,0} €
5:{2,,.(1,9} AUB E“QUELLO cHE SI TRQ
VA ALL'INTERNO DELLA LINEA TRATTEG -
CIATAC S E A®B EX QUELLO CHE S
TROVA  ALL' INTERNO DELLA LINEA

PUNTEGGIATA | :.

=




L2.1 Se

Determinare

(b) BuC =

A ={7.6. 6.9}
B={e,2,0}, c={3,6,2,8}

. o-{g.569}.

(@) AnC = {?

{7

B

S POSSONO USARE RIPETUTAMENTE
NE (V) E L' INTERSE2IONE (0)FINO A

INSI(E}*?U TERRIBLMENTE COMPLICATI, USANDO
RENTES| PER RICORDARS| GUALE

LE &
OPERAZIONE BISOGNA ESEGUIRE
PER PRIMA.

PER ESEMPIO R.D. E PlesY
ORA IMPIEGHERANNO UN DIA -
GRAMMA DI VENN FPER RISolL-
VERE (AUE))OC_

i UN[O@.

2

I

QUESTO £ IL Modo DI TARLO
USANDO

L VERO LINGUAGGIO
L5 MROLICOMATRIRRA

viDl vici

(AvB)nC -

(BeB8eB20)0{683,0}

={968962.1}068.30}
{680} !

Provate a farne qualcuno. I diagrammi di Venn
di R. D. potranno esservi d'aiuto.

L.2.2 Av(BnC) =

Questo risultato dovrebbe essere diverso da
(AUB)NC. Bisogna fare attenzione nel

VENN

cambiare di posto le parentesi.




1.2.3 (AnB)nC =

1.2.4 (AnC)u(BnC) =

PSST... DOVRERRE ESSERE [ASTESSA (o CiE (A vB) 0C

1.2.5 (AuB)n(AuC) =

PSST. DOVRERBE ESSERE (A STESA RISRsTA b 1-2-2

A VOLTE ESPRESSIONI CONTENENTI U & (] NON SEM.
RRANO SMILI, MA DANNO LO STESSO RISULTATO PER
QUALSIASI INSEME IN GlOCo . PER ESEMPIO RISULTA
CHE (AuB)?C E SEMPRE UGOALE A

(AC)o(BaC). o

[ (S
r———-rqﬂssro S1 PUS VEDERE

DUE DAGRAMM| DI VENN PER TRE IN-
SIEM|. S0 ONO DEi  DIAGRAMM| TRAT-
TEGGIATE LA PARTE CHE RAPPRESEATA
(AoB)aC E SULL'ALTRD LA BRTE
CHE RAPPRESENTA (A1C )u(BNC)

E VEOETE SE LE PART' COLORATE
| SoND LE

STESSE. i B
R.D. COSA
\'/ED!? J A
: @

VEON ARBIAMO VERAMENTE BISOGNO DI TUTTA
LA TEORIA DEGLI INSIEMI TER IL CALCOLO
DIFFERENJALE MA PER | RSTENZIALI CULToRI
DELLA TEORIA DEGLI INSIEMI COME ILMIO AMIGET

B w0 :
126 PROBLEMI EXTRA

per i patiti della teoria degli insicmi

Tracciare diagrammi di Venn tratteggiati per
controllare questi risultati:

(a).

(AvB)u C = Au(Bu(C)
(scguc alla pagina successiva)

IS

N —




(b) (AnB)nC = An(BnC).

(¢) AuB BUA.

(d) AnB Bk

(e) (AuB)nC = (AnC)u(BnC)

(f) Au(BnC) = (AuB)n(AuC)

 ° Jh

STUDIANDO L @L@Lﬂ
DIFFERENZIALE  GL! iNS\E\
| M| CHE USEREMO SARAN- |

J/D PRCHE 3o
NO INSIEMI DI " ﬁ;mgg?ﬁm
NUMERD RERALD i cenvicty
G [ H»HHJA*E:H ?A 3 /

:

\

" L' INS|EME CHE CONTIENE L' INTERO \

Asse REALE E CHIAMATO TR =
(PER [NUMERI REALI). )
[SSIGMOKE NJ“U T I
{ Mgl | ECCO A NOI
ORA GE-NUI-NI

| NUMER! REAL! AP-
\_PosTA PERYOLT

ke

Se prendiamo l'intervallo di numeri reala da
IS T S

_e lo mettiamo in un sacchetto, il sac-

chetto che conticne questo tratto ¢ chia-

mato  ‘‘ntervallo” ¢ viene indicato nel

SUPER gergo- ~.imbn]'cu cosl

{X|XeR; 5<x<2} !

LA TRADUZIONE DI :
QUESTA MOSTRUOSITA E

{X|XeR s BLX (2}

tms:ene W —
DERL Gt xE U MeM E - HENOD \lone HEROX Hmo
,4/
A T rugé‘)gaﬁnttl

BRO DELL'IN- bBE
Chd & mx

SIEHE DEINU-
Al 3.5

HER) REALI




Se vogliamo I'insieme che contiene il segmen-
to ‘dell’asse rezle da —3 a 2 e INCLUDE i

numeri 3 e 2, usiamo il simbolo “* <" (mi-

PP HA) ABBIAMO USATO X PER
LA PRIMA VOLTA ...
£ UN PERSONAGGIO

nore o uguale) e scriviamo

{ x| xe s s Red)
Per indicare questi due insiemi possiamo

anche usare simboli piu brevi:
(-3, 2) indica {X I XelR; -3<X<2}
e[-3, 2] indica {x]x:.m;-ss.Xs.Z}.

In questo caso le parentesi quadre “[“e "]

' vengono usate con lo stesso significato di
rL'”)ENT!m\ DI X VIENE SVELATA “<" e le parentesi tonde “(“e”)” stanno
DA QUALSIASi COSA APPARE P,U '::}.”fl-’u: ;1\';;.mw uxlcrcmo s;ni;mli 1c.umv
-3,2 er indicare le coordinate di un
QUl {i } NEL PARTICOLARE punto, cln!- sono un caso del tutto diverso.
A lNSlEME DI Dovrete capire dal contesto il significato

Cul ST]AMO del simbolo. In generale sara chiaro).
PARLANDO.

Un modo comodo per trovare le unioni

e le intersezioni di questi intervalli di nu-

meri ¢ di rappresentarli  sull’asse  reale,

usando le parentesi quadre o tonde per ri-

cordare quando vengono impiegati 1 simboli

o {X|XER; -3¢x¢2})

“x" rappresenta UN QUALSIASI numero

compreso nell’intervallo tra —3, ¢ 2, —3 e 2

sl ¢ B=[1,3]= {X|xeR;-1<x<3},

sc A=(-3,2) = {X|xelR;-3<X<2}

R. D. e il prof. McSquared troveranno
ANB e AUB. Se necessario, nella stessa
Cs’PI'("\SitJIK' sl pOsSSONoO usarc sia parcntcx‘i

tonde che parentesi quadre.




A:(—-i,Z)E‘ LA Por
2IoNE DI NUMERI
TRA PARENTES| A SINI -
STRA E B=[-4,32]E
LA FORIONE DELIMITATA
DA PARENTES! QUADRE
TRATTEGGIATE SULLA

AUB=(-3 Z)UEI 3)=... )

£ TUTTA GUESTA ROBAT -
=(-3,3]= {x|xeR;-3¢x< 3})

it | NUMER| CHE
32 E [-1,3]
HANNO [N GOMUNE "™ -

Ecco quA! [+,
={X|xeR;-] £X£ 2}

Sia A=(-3,2), B=[-1,3] e C=(—2,~1]Indicate A, B, e C sull’asse reale e rispondete
alle domande date qm di Mgm[u, scrivete le risposte usando sia la notazione insiemistica
con le parentesi graffe{ | $che la notazione pit breve con combinazioni di “[”, “]”, e di
(((??9 e (()!J.
(LA I T L : | + | |
4 3 -2 i 0 | 2 3 5
T4l ApC = 135 ([(BevCnA =
a2 Aulls 13.6 (BaC)nA =
10 BNl = 13.7T Auv(Ba(C) =
B S R R I.3.8 (AnB)vC =




In seguito parleremo molto di “disegua-
glianze” come 0 <x <3, che intervengono
nelle descrizioni di intervalli del tipo

{x|xer;0sx<3} .

In particolare compiere operazioni come
moltiplicare ogni numero di un insieme de-
scritto da diseguaglianze per una costante e
vedere che risultato si ottiene. Per esempio,
cosa succede se moltiplichiamo ogni nu-
mero X in
{x|xeR; 0 < x <3} =10,3)

per 2? Ogni numero che prima soddisfa-
ceva alla diseguaglianza 0 <x <3 sara rad-
doppiato, andando ad occupare una nuova
porzione dellasse reale: ¢ come tirare il
vecchio intervallo [ 0,3 ) fino a farlo diven-
tare lungo il doppio, lasciando lo0 al suo

posto, € andando a vedere dove si finisce, ‘

FAI IL PunTo

1E" COSI" CHE

QELLA SITUAZIONE

Allora, anche se 0, essendo 0=2+0, rimarr
al suo posto, 3 si sposterd fino a 2:3=6 ¢
le x raddoppiate si sposteranno insieme con
il 3. (Quando tra due numeri c’¢ un punto,
come “2:3”, sta ad indicare la moltipli-
cazione “2 volte 3"),

Quindi se x soddisfa alla diseguaglianza
0<x <3, allora “due volte questi x”’, che
¢ il significato di “2x”, soddisfa alle
(moltiplicare per 2) 202N 23

oppure 0 S2x< 6.

Mentre gli x si trovano ancora nell’inter-
vallo 0<x <3, questi (2x) copriranno
I'intervallo [0,6) da 0 fino a 6. Possiamo
anche scriverlo in simboli cosi:

{2x| Xxer; 0<x<3}=[0,6)

Notate dove appare “2x”!

Se 1 numeri cominciano da 1 invece che
da 0, moltiplicando ogni elemento dell’in-
tervallo per 2, il punto di partenza 1 si
spostera a 2 e Otterremo una nuova porzio-
ne di numeri reali da 2 a 6.

In diseguaglianze, se x soddisfa a

1€ x<3

allora “2x” soddisfa a

rL e dxt 20
oppure 2 < 2x <6.

Possiamo esprimere la stessa cosa anche
usando gli insiemi:

{2x|xeR; 15X <3} =2, 6).

Ancora una volta “2x” ¢ all’interno delle
parentesi graffe per indicare che tutti gli x
in [1,3) sono stati raddoppiati.




Se l'intervallo in questione contiene anche
numeri negativi, come le x che soddisfano alla
diseguaglianza

el X <0,

allora, quando moltiplichiamo per 2, il 3 si
sposta fino a 6 ¢ 0 resta allo 0 di partenza, ma
—1 si sposta all’indietro fino a
—2=(2) * (—1), cioé 'insieme dei numeri si
allunga anche nella direzione negativa, Usando
ancora le diseguaglianze:
Se x soddisfa a —] < x=<3
allora *'2x"" soddisfa alla discguaglianza

AW WP S
o {2x| xcR; -1<x <3}=(-2,6).

Infinc, s¢ moltiplichiamo tutti gli clement
di un intervallo per un numerg positivo mino-

re di 1, diciamo 1/3, Pintervallo si “accorcia”
a 1/3 della sua lunghezza originaria; per esem-
pig; 5o X soddisfa alla disceguaglianza

1 <x<3 allora “1/3x" soddisfa alla dise-

guaclianza,

(3)-(-1) <3x <33

o {4x| X eRi-1<x<3}= ).

Sc la costante moltiplicativa ¢ negativa, le
cose diventano piu complicate. Moltiplicando
un numero per 1 lo si “ribalta” rispetto allo
0 spn\mndt)]n sulla semiretta opposta dell’asse
reale:

2vaa (1) (2)=-2

mentre -3 vaa {(-1) + (-3) =3,

Tutto questo ha strane conscguenze sulle
disezuaglianze. Prendiamone una semplice co-

me -3 <2,

che si potrebbe leggere * —3 ¢ ‘a sinistra di’ 2
sull’asse reale”, Ma se moltplichiamo tutto
per- =1, otteniamo

F=(=1) 3 -2 =,

dove “>" significa “maggicre di”. Quindi
moltiplicando una diseguaglianza per —1 (0
per un qualsiasi numero negativo) si RIBAL-
TA il segno di diseguaglianza da Segiig iz
oppure da “<" a “=", (dove = significa “mag-
giore di o uguale a”, purché¢ i numeri di par-
tenza -3 ¢ 2 (moluiplicati per 1) rimangano,
nella_diseguaglianza, nclla _loro_posizione ori-

finulc.

Prendiamo un intervallo di numeri come
[ -3,2) ¢ moltiplichiamo tutti i suoi elementi
per 1. S consideriamo questi x, definiti dal-

la diseguaglianza

AR X
QuESTL S1RIBALTERANNOD
e li moltiplichiamo per -1, otteniamo

(-1) (-3) 2 (-1) (x) (1) (2)

QUE‘" {‘9Nﬂ Ll'{l‘llﬁl% I.'IRLTAT‘A DEI SEGN! 31 DIYECUA-
LIANZA ORIGIN
oppure o el Erig o

Quindi - -x (ricordatevi che ora stiamo parlan-
do di numeri negativi) soddisfa a

R i)




DECIFRANDO ATTENTAMENTE | SEGN|
DI DISEGUAGLIANZA E VERIFICANDO IL LORD
| SIGNIRCATD SULL' ASSE REALE 51 VEDE CHE
32-X>-2 E ESATTAMENTE LA STESSA
l COA CHE -2<{-X< 3

| HEY, UN MOMEN-

@ {"l o
QUESTD E™ SOLO ON ALTRO
Ny )

Mobo DI DllRE LA STESSA
ST/ COSA .

" INTERROMRENDD | (4 0RF )(FUMPH )

wa Vi -

?ﬁiﬂ_\g_; @ FunF;

=

B2 Xp-D A 2{-x£3,
QUESTO NON C'ENTRA NIENTE
COL RIBALTAMENTO" DI UN IN-

OLO PER -1 CHE ARBIAMO
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Riassumiamo tutto il ragionamento usando
la teoria degli insiemi:

{-x|xeRr; -3< x<2}=(-23]

Infine, se moltiplichiamo tutti gl elementi
di un intervallo per un numero negativo come

2, l'intervallo si ribaltera e si allunghera del
doppio, coprendo una nuova porzione dell’as-
se reale.

Per esempio, se gli x soddisfano a
I=n<?
allora per questi x, (moltiplicati per —2)
6=(—2)(-3) =2 -2x>(-2)(2)=-4.
Questa diseguaglianza € esattamente la stessa
di

quindi{-2X | XeIR; -3 < X < 2} =(-4,6]

Questo qui € un po’ piu difficile da disegnare. . .




BOERCIZI -

1.3.9 Se gl x soddisfano a

—2<x=x1,

a quale diseguaglianza soddisfano 1 2x ?

Quale diseguaglianza vale per Dinsieme dei
(17 Z¢):7

Quale diseguaglianza vale per l'insieme dei

{(—3x) ?

1.3.10 Se gli x soddisfano a
-1=x>-3/2
quale diseguaglianza varra per l'insieme dei

¥

2x ?

Quale diseguaglianza varra per l'insieme dei
(1/2x)?

Quale discguaglianza varrda per l'insiemc dei
(—3x) 7

A volte ad ogni numcro di un insieme de-
scritto da diseguaglianze vicne aggiunta una
costante. La somma ¢ molto piu facile da trat-
tarc rispetto al prodotto. Per esempio, se ag-
glungiamo 3 a clascun numero dell’insieme

{x|xer; -2<X <1}z (2,1
¢ come se spostassimo (—2,1) di tre unita ver-
so DESTRA.
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Quindi se x soddisfa la
2 s
allora x+ 3 (si aggiunge 3 a questi x) soddisfa la
{aggungere 3 a tutto)
S AR 3= XA3 < 193
ovvero 1 < x+ 3 <4 . Pertanto

{x+3]xeR i-2<x<l}= (1,4).

S€ avessimo sommato un numero negativo,
come 4, ad ogni numero di un insieme,
#siremmo semplicemente spostato I’insieme di
4 unita verso SINISTRA.

Per esempio, se x soddisfa la
= L -
allora si x4 ( si aggiunge 4 a questi x) sod-
disfa la
—1-4<x-4<2-4
oppure —5=x —4<-—-2 . Quindi

{x-4] xeR; -1 <x<2}=[-5,-2)

Ecco altri due esercizi per farsi un po’ la ma-
no.

1.3.11 Sommare —4 a ogni numero dell’in-

sicmc{xl X€eIR; _55x<4} ;

Quale intervallo si ottiene ?

{x|xeR; 22 x> -1}

Quale intervallo si ottiene ?

1.3.12 Sommare 3/2 a ogni numero in

TE beLLl!

QUEST] DUE MODI D SPAS

SARSELA CON LE DISEGUAGLIANZE )

(LA MOLTIPUCAZIONE E L'ADDIZIONE
Dl UNA COSTANTE) FANNO PAR-

NIENTE
AFFAT To

blVEF;IFNTE




Per esemplio
[(=3) «(2) I=1(=3) |* (2)1,

quindi tutt’e due 1 pmdutti sono uguali a 6

[RELLA NOSTRA CONTINUA RICERCA DI MODI o N
TRATARE LE DISEGUAGLIANZE | ATTINGIAMO ALLA

NOSTRA INESAURIBILE SCORTA DI SMBOLI
E PRENDIAMO '] | DETO verifichiamolo.
UTO. 1(-3)+ (2) =
| -6 I=6
canche [ (—3)1+]1(2) =
el

Il “valore assoluto” di un numero non ¢
altro la “distanza’ considerata sempre positi-
va (o “0” se il numero ¢ proprio lo zero).

Usando il simbolo abbiamo,

URF~ SMETTILA DI TOR-
TURARMI IL CERVELLO]

" e :
DOVREMMO CONTROLLARE TUTTI
|
N

CAS| PERVEDERE CHE NON HA M-
PORTANZA CHE | NUMERI SIANO POS|TI-
| (k)A[)\lE‘GAFVI .5l HA SEMPRE \(A){e,)\;
= o | B, =

Notiamo che, siccome 12 1=2=1-2 |,
|—-105 |=105= | —(-105) |, etc.,
abbiamo

lun numero qualsiasi |= | quel numero negativo |
per qualsiasi segno del “numero qualsiasi”.

Possiamo introdurre ulteriori simboli di va-
lore assoluto *“ |’ per trasformare il valore as-
soluto del prodotto di due numeri nel prodot-

to dei loro valori assoluti.
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1C9)(-3)|=12=|¢4)) | (-3)]
o 1(-4)-(-3)= l(—4)| |3

51 PosSono msenmg

Tuttavia NON POSSIAMO inserire simboli
addizionali di valore assoluto nel modulo delle
SOMME senza modificare in certi casi le equa-

710N,

21+131=5=12 +31¢ QK.

come anche
21+1-31=2+3=5=|(-2)+(-3) I,

ma se uno dei numeri ¢ negativo e 'altro posi-
tvo, le cose cambiano:
=2) 4 1(3)1=5
NON ¢ uguale a
=234 (3 =111=1.
luttavia per due numeri qualsiasi a ¢ b ¢ sem
pre vero che

latbl<lal+Ibl.

POICHE I RISWATO E Lo STESSO,

| SIMBOL DI VALORE ASSOLUTD INTERVENCI':ONO

IN INSIEMI DEL TiPp {X|X & TR |x[<2F="L'INSIE_
ME DE NOMERI Reall X LA COI DISTANZA DA O
E MINORE DI 2." MA NUMERI SA POSITIVI ,
CHE NEGATIVI FDSSONO AVERE UNA DISTANZA
DA O MINORE N 2, COST QUESTD INSIEME
E {X|xER-2<x<2 S22

E“VERO- ANCHE
VESTO FE220 DI-

COSI™, SE 51 SODDISFA
]x]<2, ,

ALLORA -2<x<2.

POSSIAMO RIPETERE QUESTO
RAGONAMENTO ALL! INVERSO—
OGNI NOLTA CHE X SODDISFA UNA
DISEGUAGLIANZA DEL TIPD ~3<X<3
ROSSIAMO  DIRE  CHE }x[<5 (1A DI
STAN2A DI X DA O E™ MINORE

D 3){.:_’/—

/‘rlN SEGUITO €1 SERVIRA MolLTo
PASSARE DA UN' ESPRESSIONE

AL AU‘R& ONA PUO SEMPRE
ESSERE TRASFORMATA
NELL' ALTRA .

=y




CO51,06NI VOLTA CHE X INTER-
VIENE N ESPRESSION! DEL
Tiro [X-AKR, RaSSIAMO TRA-
SFORMARLE. IN -BX{X-A(B,0V-
VERO, SOMMANDOA, IN
A-B<{X (AR . QUESTO SIGN|
FICA CHE SE GLI X SODDISTA-
Kool L S
DAL NUMERQ A &IJDH%UPDERIORE A

/ QUi ABEIAMO UN PROBLE

( MA PI COMPLICATO: TROVARE

| QUALI X SODDISFANO
UNA DISEGUAGLIANZA

COME  [x-1<2.

i PER PRMA COSA TRASFORMIA _

MOLA IN UNA DISEGUAGLIANZA SEN-
2A VALORI ASSOLUTT
QUEST! X SODDISFANO -2<X-IK2.

oA LsmMoL AHERERLA PER

IN UNA RE
LAZIONE CHE 150LI LA
SOMMIAMO 1 PER ELIMINARE-'
IN"X-4": - 2+1<x-1+1<2+1

OWERO _4<%<3.. OME
GLIO, P10 IMFORTANTE

776l VEDE CHE QUESTO € Y

L INSIEME DEI NUMER)I X &

S0No A U‘FA DISTANZA DAL NU-
”E!ﬁ) o0 SVPERIORE

| PRESENTIAMO QUI DI SEGUITO ALCUN! ESER-
(21| PRIM| DOE SONO S\OLTI ...
MA FATE ATTENZIONE - IL SECONDO e

MOLTO INFIDO.  /, direzone




EPRCIZI

* A Quale intervallo numerico & descritto
saa discguaglianza
EE2l<3 ?
Risposta: siccome
x+2Il=lx—-(-2)1,
geesti x devono esserc a una distanza com-
geeSa tra zero e 3 dal numero —2. verifi-

1.3. B (Continua)

(—1/3)(=3) > (= 1/3)(—=3x) > (= /3)*(—=1)

owero 1 > X b o 2

che ¢ esattamente la stessa cosa che scrivere
Iy

cosi otteniamo I'intervallo (' /5 , 1) .

1.3.13 Quale intervalio numerico ¢ descritto
dalla diseguaglianza
[1—x|<2?

chsamolo

se Ix+21<3
alora - 3<x+2<3 ovvero
sommando —2):

5=—-3-2<x<3-2=1
- - >)
B 7 T

| 1 3 B Quale intervallo numerico ¢ descritto
| dalla diseguaglianza

12 -3x1<1?
Risposta: innanzitutto, sc
2 3x 1< 1,
] 2 — I x< 1.

| Adesso usiamo 'algebra per isolare x al centro

1.3.14 Quale intervallo numerico ¢ descritto
dalla diseguaglianza

12x +31<4 ?

| & gquesta diseguaglianza,

!

i Per prima cosa eliminiamo 2 in “2 — 3 x”
f sommando (—2):

‘ 2-1<-2+2-3x<-2+1

= 3 < —1

‘e

OVVEro

Ora eliminiamo -3 in 3x”" moltiplicando

per “— /3"~ ATTENZIONE - questo fa ri-
baltare i segni di diseguaglianza !

1.3.15 Quale intervallo numerico ¢ descritto
dalla discguaglianza
| 3 1/2 X |< 5 3

1.3.16 Quale intervallo numerico ¢ descritto
dalla diseguaglianza
[0 x H ik [0l 3
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Cominciamo con un esempio semplice: sup-
poniamo che gli insiemi siano

%4E@WE@ND p-{.g.6.0} e b-{0,2.0)}

Allora possiamo INVENTARE una corrispon-

Ora torniamo al problema dello studio rigo- 4 :
denza tra A e B e disegnare delle frecce che

roso del tipo di relazioni che possono essere

rappresentate in un grafico. mostrano le corrispondenze tra i vari elementi.

L

£ 4

STODENTI IN %

—re
=] 1[5

NUMERO D) PAROLE

DIFFICILI VSATE DA

NS SQUARED AL MINUTO

ESSERE INVENTATA CAMBIANDO |
PUNTI DI ARRIVO DELLE FREC-

LIVELLO DI COMPRENSIONE DEGLI

I matematict hanno stabilito alcune

ROTREMO INVENTARE MOLTE ALTRE
CORRISPONDENZE TRA G| INSIEMI
A £ B CHE VADANO ALTRETTANTO
BENE COME ESEMPIO; UNA CORR! -
SPONDEN2A DIVERSA POTRERRE,
@Qﬁ o

T 4 L. ¢ )] 8=

L_’ide_?a _fundumc:?talc ¢ che atbbiumf) duc C““_(:' per i tipl di corrispondenza da loro preferiti ¢,
zioni di elementi come “numero di parole dit- ogni particolare corrispondenza che seguc
ficili” e “livelli”, e che c¢’¢ qualche tipo di ; g
corrispondenza fra di loro. La teoria degli in-
siemi ci da un modo di trattare le collezioni di
elementi, ma abbiamo ancora bisogno di qual-
che metodo per trattare le corrispondenze fra

queste regole, ¢ detta

&5

A
/// l.w" J -/r

due insiemi.
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O MEGLIO
UNO SVINCOLO
AVTOSTRADALE:

UN PIATTD l‘

DI SPAGHET,

LA VOSTRA FUNZIONE. CONSISTE @;’

IN DUE INSIEMI E UN GROVIGLIO } Ut

D FRECCE CHE OBBEDISCONO ALLE (‘\%@- N )t A
REGOLA LE FRECCE RARTONO SEMPRE DALD SV IANE 7126572
E VANNO VERSO LALTRO INSIEME =/

SEsso U\lSIEME)DE'ﬁb e z
) {
b CODOMINIO. Q U0, Per vedewe bove vano
OGNI ELEMENT> DEL DOMINIO DEVE A HNRE LEFRECCE)!NTROMMO

REGOLA AVERE ESATTAMENTE UNA FRECCIA ALFRED E

CHE PARTE DA ESSO.OGNI ELEMENTD NEL LORD AUTENTCO RUOLD DI

DEL CoboMIND DEVE AVERE ALMENO etk iy
UNA TRECCIA CHE ARRWA Ab ESSO gmb‘&mmﬂwmw
(¢ Rossono ESSERE 2 FRECCE CHE VANNO

VERSo 1O STESSO EJ-EMENTD)_ ADESSO ALFRED S OCCUPERA\ NEUA

Cosl ci possono essere duc o pit frecce che

colpiscono lo stesso elemento dell'insieme-
codominio, ma solo una freccia puod proveni-
re da un qualsiasi elemento dell’insieme-
dominio.

Sfortunatamente ['uso di frecce nelle RE-
GOLE ha i suoi svantaggi: se le funzioni di-
ventano pitt complicate, puo diventare molto

difficile seguire le frecce . . .




1A SuA speciaU™ £ TRASFOR-

HARE OGNl (0SA DELL' INSIEME
DOMINID IN UNA COSA DELL' INSIEME

odoMiNie B ESATTAMENTE NeL

e
MODO INDICATD  DALLE FRECCE .

SIEME DOMINIO. ..
IL NOSTRO BUON

CEL'HOFATTA!
NON PENSAVANOCHE CEL'A -
VREIFATTA ! CELHOFATTA !
CELHORATTA! EGIUSTO
LA FRECCIA VA& DA




sroAvo LE AWENTURE DEGLI ELEMENTI
GQUANDO PASSAND ATTRAVERSO L'INCRE
DIBILE MACCHINA PER FUNZIONI E LA LO .
RO METAMORTOS! NE| LORO ALTER EGO
MATEMATIC! - -- E"MOLT® ISTRUTTIVO,LO




Cosi, invece di dover studiare le frecee una
per una, quello che ci serve ¢ una macchina
per funzioni bene informata (come Alfred).

Dobbiamo capire quali informazioni per il
lavoro di Alfred sono contenute nelle REGO-
LE PER FUNZIONI.

La REGOLA 1 dice che le frecee partono
da elementi dell’insieme-dominio e puntano
verso elementi dell'insieme-codominio. Que-
sto significa che Alfred puo inghiottire soltan-
to elementi dell’insieme-dominio ¢ vomitare
solo elementi che appartengono al codominio.

REGOLA D'ASSALT 4

La prima parte della REGOLA 2 ¢ quella
che rende possibili le macchine per funzioni:
dice che ogni elemento dell’insieme dominio
ha esattamente una sola freccia che parte da
esso, in questo modo non c¢i sono ambiguita
su quello che deve fare Alfred. La seconda
parte della Regola 2 dice che ogni elemento
dell’insicme-codominio deve avere almeno una
freccia che punta verso di lui, garantendo cosi
che, introducendo I'elemento opportuno nella
macchina per funzioni, siamo in grado di otte-
nere ogni elemento dell’insieme-codominio.

32
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@VF_ CEZIONA

GOLE UFTIGIAL]

A
Pen

Instudio olelle
x FUNZIONH

REGOLA 1.

accettare in lavorazione soltanto elementi del

La macchina per funzioni puo

I'insicme-dominio e produrre soltanto elemen-

t1 dell’insieme-codominio.

REGOLA 2-La macchina per funzioni ¢
non-ambigua: lo stesso stimolo produce sem-
pre la stessa risposta. Ogni elemento dell’insic-
me-codominio pud essere ottenuto inserendo
nella macchina un opportuno elemento del-
I'insieme-dominio.

Una funzione consiste di due insiemi, detti

insieme-dominio ¢ insieme-codominio, ¢ di
una macchina per funzioni che segue queste
regole:

SI AFFITTA
QUESTO SPAZiI0

IL SIMBoLO PER ALFRED NEL 500 VERS RUOLO
DI MACCHINA FER FUNZIONI E F() CHE 8lGNI -
FICA "F DI QUALCOSA CONTENUTA NELLO SPA2I0 TRA
LE PARENTESI"|0 SEMPLICEMENTE "f" PeR
BREVITA",
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Alfred puo in tempi diversi trattare funzio-
ni diverse, ma mantiene sempre il simbolo
f( ); se cambiamo il tipo di funzione da fargli
trattare, occorrera dirlo.

Quando Alfred studia una certa funzione,

come

il simbolo f( ) viene usato per indicare la ri-
sposta ad uno stimolo specifico come questo:

e questo ¢ cio che si intende quando scriviamo

f(6) =2

(che si legge “f di 6 ¢ uguale ad Omega”).
Questo ¢ solo un modo per menzionare il fat-
to che 6 ¢ trasformato in Omega dalla funzio-
ne f( ). Cosl, con la stessa funzione,

S
(@) = o,
f(g) = 2.

34

PR

Questo ¢ Grover che lavora un’altra funzio-
ne g( ).

Provate a sostituire tuttii “‘? 7.
glfe ) =~ gl )= 2
g(@) = ? g
gl ?) =-0.

' possibile trovare un’altra risposta a
g(?)=07?

Quecllo che si vede chiaramente descrivendo
una funzione con sacchetti e frecce € I'esatta
corrispondenza stabilita dalla funzione tra gli
elementi del dominio e quelli del codominio.
Quando usiamo una macchina come Alfred,
LUI sa come si comporta la funzione, ma noi
NON lo sappiamo perché non abbiamo piu le
frecce.

Quando l'insieme-dominio ¢ I'insieme-codo-
minio di una funzione sono parti dell’asse rea-
le vi & un modo semplice ¢ rapido di indicare
le corrispondenze tra gli clementi degh insiemi
senza usare le frecce, costruendo quello che
viene chiamato il “grafico’ della funzione. Il
prof. Mc Squared mostera come modificare la
rappresentazione di una funzione mediante
“sacchetti e frecce” in una rappresentazione
mediante un “‘grafico”,



MOSTRIAMO 50LTANTO pE -DOMINIO £10 FA
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ﬁ
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Sistemiamo tutte le frecce in modo che vada-
no in su o in giu in linea retta e poi svoltino
ad angolo retto direttamente sul codominio.

®

Ora possiamo avere TUTTE le informazioni
sulla funzione lasciando solo 1 PUNTI in cui
svoltano le frecce.

3
o -————=|2—-9
| .
: | ;
| I
| Q !
3 2 - ] | gt )
k €D
{ ¢
I
o —|-2
-3

Quindi i punti ci danno tutte le informazioni
sulla funzione. Generalmente ci sono molte
pill frecce di quelle che abbiamo mostrato e
quindi molti piu punti. In realta in genere so-
no cosi tanti che i punti formano una curva
ininterrotta. Sarebbe veramente difficile mo-
strarc I'andamento di questa funzione usando
solo frecce che vanno dall’insieme-dominio al-
I'insicme-codominio.

O [

K A o) ALFRS
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Ricordatevi che il DOMINIO di tutte le fun-
zioni ¢ sempre parte della retta4——sorizzon-
tale, detta “assc x'' perché un qualsiasi ele-
mento dell’insieme dominio ¢ gencralmente
chiamato “x”. Il CODOMINIO ¢ sempre parte
della retta verticale ( § ), detta “asse y" per-
ch¢ un qualsiasi elemento dell’insiecme-codo-
minio viene geralmente chiamato “y”.




R

L'INTERO DISEGNO- | DUE ASSI E
| PONTi « E DETTO
Grarco b F().

IL GRAFICO RIASBUME IL COMPORTA -
| MENTO DY UNA QUALSIAS! FUNZIONE .

RDQUMDQ?\ ALFRED LAVORA,
TETE CAPIRE QUALE FON'
ZIONE. STA STUDIANDO IN
| QUALSIAS| MOMENTO PERCHE'
| MOSTRA 1L GRAFICO DELA RUNZIG.

N S0L SU0' MONITOR -

Cosi, se abbiamo il grafico di qualche altra
funzione g( ) (tanto per cambiare), allora per
“studiare g( ), cominciamo con un clemento
arbitrario del dominio di g( ), diciamo -2,
(sull’asse x) e saliamo (o scendiamo) fino al
punto della curva che incontra la freccia che
partc da - 2, ¢ poisull'asse v per vedere quale
numero del codominio di g{ ) e g( 2).

Troviamo che g(- 2) ¢ circa /5 .

Adesso provate voi con qualche valore 2

gl-l)= 7 g(0) = ?
g(yl= 7 g(3) = ?
gt . 7)) =<2 gl 7) =10
gl 7 =2 gl 272) =9
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Ora, torniamo al grafico di f{ ) che Mc
Squared ha costruito:

Spesso i matematici indicano unpunto di un
grafico con una particolare coppia di numeri

Per vedere come si pud completare Vetichetta,
ricordiamo che ogni punto rappresenta il po-
sto in cui una freccia della funzione, che pro-
viene da qualche elemento dell’insieme-codo-
minio, cambia direzione, come la freccia da 1
a 2. Usiamo un numero qualsiasi del dominio
di f( ) da cui proviene la freccia come primo
numero, quindi inseriamo questo numero nel-
la macchina per funzioni

per trovare il numero del codominio di f( )
sull’asse y verso cui va la freccia

358

e usiamo questo numero per completare I'eti-
chetta

che viene cosi assegnata al punto.

TuMm TA TEE

Cercate di completare le etichette degli altri
punti.

Riassumendo, possiamo trovare un’etichet-
ta per un qualsiasi punto del grafico di una
funzione:

1. 1l primo numero dell’etichetta ¢ il nume-
ro da cui parte la freccia corrispondente
del dominio. Questo numero rappresenta
una distanza lungo l'asse x e

2. 1l secondo numero ¢ il numero del codo-
minio verso cui va la freccia e rappresen-
ta una distanza lungo l'asse y.




Naturalmente, anche se un punto del piano
individuato dall’asse x e dall’asse v non appar-

- tiene al grafico della nostra funzione, possia-

mo dargli un’ctichetta. Ogni punto di questo
piano deve trovarsi direttamente al disopra (o
al disotto) di un numero “a” dell’asse x e di-
rettamente a destra (o a sinistra) di un nume-
ro “b” dell’asse y.

(4

Con questi due numeri “a” e “b”’ possiamo

formare un’etichetta

che ¢ il nome ufficiale del punto.

“a” ¢ detto “coordinata x del punto” e
“b” ¢ detto “coordinata v del punto”.

Qui diamo un esempio di alcuni punti con le
loro etichette,

Provate a etichettare alcuni altri punti.

)

Ve
L)

gl

In realta i veri e propri Simboli Ufficiali
non sono scritti su un’'etichetta: i matematici
scrivono semplicemente le coppie di numeri il
pill vicino possibile al punto, cosi:

e (8
2
(2.1
. ol 0(3,”
1 1 1 1 i iA Il 1
43 2 4 01 B 3 4
-0 [T
_-2'(|‘—‘2)

Un simbolo sull’etichetta, come (-2,1),
« sembra lo stesso usato per designare un seg-
mento dell’asse reale, come

(-2,1) = {XIXEIR; -2<X< I}

ma l'etichetta non ha niente a che vedere con
questi segmenti. Dovrete capire dal contesto il
SENso in cui viene inteso il simbolo; general-
mente ¢ molto semplice.
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EOERCIZI

Le risposte alla maggior parte di que stl eserci- 1 4.2 Sef( )e (]mxh k(n‘rl\.pnndu}/d
zi in realta sono solo delle approssimazioni, -3 = i 3
” 4 = T T T ¥ T 4 T
poiché dipendono dalla lettura dei grafici. \ /
141 L : \ /
i A i i
g Bl VT B 0 2 3

tracciate il suo egrafico e date un’etichetta ai
pun[i del f.jl':lficn. {Sono solo 5 pi;mi,r

POt (57 1 1 1 i

(a) Date un’etichetta ai punti. g

(b) Se i punti rappresentano una funzione, : R 5 e
1.4.3 Se il dominio di f( ) ¢

f(3) =2 {-l. 0.% . 2, 3}

i f(-3)="2

| trovate

(1r=2? le f(-1)=-1, f(0)=0, f(1/2) =1, f(2)=-2¢
1 i |
f(2)="> | 1(3) 2,
£00) = 3 Ef.ll Disegnare le frecce J\-']‘.v indicano la corn
| spondenza tra clementi del dominio e ele-
(c) Disegnare le frecee che indicano la COrTI- l menti del codominio
spondenza tra elementi del dominio e clemen- I 5 45
del codominio in questa funzione | =
i = 1! ®
i = e
= T S
4t - 2 =
1 —_ 0 +4-1 E
3 1.9 -1 c
45
2 12 (b) Disegnare il grafico di f( ). (Sono solo 5
Bl 1) ~ punti.)
3= £
£ 0 410 c Z
E 3
S 4-1 = 1+
2k = (] L 1 L L 1 i " "
S5 -4 3 2 -l o TR T W |
4 ey -tt
_4




1.4.4 Se questo ¢ il grafico di f( ),
-4

trovare
(a) f(2) =2
(b) f(-2) =2

(c) Se x € un numero arbitrario in

(0,1)= {x]qu;o<x<|},

trovare f(x) = i
GaYic P y=3
(eM( ?)=5/2
B2 ) =%

Ma, finora, abbiamo soltanto il grafico di una
funzione che c¢i dice quale risultato corrispon-
de a un dato stimolo. I grafici non forniscono
risultati sufficientemente precisi ¢ i calcolatori
non possono usarli nei loro calcoli.

Fortunatamente per molte funzioni utili si
puo usare una precisa ricetta ALGEBRICA
per trovare il risultato esatto che corrisponde
ad un dato stimolo. Per esempio, supponiamo
che Alfred stia studiando una funzione con
questo grafico:

I..__mvr_ B e e i e e e e e e . .

I sacchetti (insiemi), le frecce e le macchine
per funzioni ci forniscono un apparato logico
sufficiente per descrivere il tipo di relazioni
che possono essere rappresentate su un grafi-
co.

.}

0

000M j)ia




ECcO ,QUESTA E ONA
PRECISA RKETTA PER
SIAPILIRE LE CORRISFON-
DENZE DEFINITE DAQUE-
STA FONZIONE .

AH,9I... LA RCETTA
CHE HO DATO AD ALTRED
RO ESSERE RASSUN-
7A NELLA FormuiA F()2:0)

n!_aE

q

OK ,ALFRED, PER STV -
DIARE TA FONZIONE
PRENDI OGNI ELEMENTO
DEL  DOMINIO,MOLTIPH-
CALO PER 2-.-

ORA, SE DO AD ALFRED L NUMERo
3, EGL\ SA IMMEDATAMENTE CHE M|
DEVE RESTITUIRE 5 WSANDO QUELLA
PRECISA TORMULA. NON DEVE FAR
AlTRo CHE INSERIRE 3 NELLD SRI0

/. 60TTRAI 1, POt MOSTRAS
Ci I RSULTATO.

FCILE - - - EHM , PRENDO OGN ELEMEN®
TOMONAUCO AR 2,01 ... COOSA 2

| 7Fon CALCOUA 2(5)-4 Con L'AR]TMETlﬂ

WOTO
F3=2(3-). S

f(3)=2(3)-4-6-4=5.QUESTO E E-
SATTAMENTE QUANT LA RICETTA DicE

DI TARE PER QUALSIASI NUMERO-IN

QUESTO CASO "3". Dice "MOLTIPLIGA IL
NUYERD'3' CHE T1 HO DD FER 2 E SOT-
TRAIL 4" 5 £ IL RISULTAD GIVSTD -

 GRAFCO PER/
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Controlliamo alcuni altri valori: usando il gra-
fico della funzione possiamo vedere che

3=1(2)
1=1(1)
-3 =£(—1)
0=1(1/2).

Se usiamo la nostra formula invece del grafico
yttenliamo:

)=2-(2)-1=4-1=3
B —1=2-1=1

f(-—1)=2 -(—1)— =—2_-1=3
f(1/2)= 2 +(1/2) -1=1-1=0

f(2
1)

¢ questo concorda con i risultati ottenuti par-
tendo dal grafico !

Questo ¢ molto utile! Vedremo fra un
momento che ogni funzione il cui grafico ¢
una retta puo essere descritta da una formula
semplice come quella per

f( )=2() -1

Quando possiamo trovare per una funzione
una formula comoda come questa, la usiamo
spesso al posto di “f( )” come simbolo per la
funzione. Queste espressioni simboliche spes-

Ty

so sono scritte con “x” negli spazi vuoti, ad
esempio

Rk =2ux)—1 =0x |
oppure
y=5(x)=2x —1

dal momento che queste formule forniscono
la regoh per trovare il numero “y”’ sull’“asse
’ che comspondt ad un particolare valore di

“ ,!

sull’ “asse x”’.

"PURTROPPO,NON TUTTE LE FUNZIONI

HANNO FORMULE SEMPLICI COME
F()=2:()1. LA TRIGONOMETRIA ©! DA UN E-
SEMAO DI > -LA FONZIONE "SIN( )"0, CON-
VENZIONALMENTE ,"SIN(X)" NON HA UNA TORMU-

LA SEMPLICE - COBBAMO CERCARE | VA
LORI DI SIN() SULLE TAVOLE -

Ma, fortunatamente, useremo per lo pil
funzioni i cui simboli danno una formula esat-
ta per calcolare il risultato che corrisponde
csattamente ad un determinato valore del co-
dominio, come

f( )=2( ) —1 (oppure v =f(x) =2x —1).

Qui c¢i sono alcuni membri semplici ma im-
portanti della famiglia delle funzioni che han-
no per grafico una retta.

1. La FUNZIONE “COSTANTE":
(in questo caso la costante ¢ “1")

Espressione simbolica:

f( ) =1 (oppure y =f(x) =1).

Alcune frecce Grafico:
di

corrispondenza:

N b il

2F 12 2f

- 41

! |

or 19 a1y
-| 4= -lF
2F -2 2+
=3I 4=3 =3I
-4k 14




Applicando la formula ad alcuni valori si ha-
f(2)=1:f(1)=1;1(3/5) =1,
f(0)=1;f(3)=1

dal momento che il risultato fornito dalla

macchina per funzioni ¢ SEMPRE UNO.

j“\ ‘/’,-——Q-‘

g B /BRI o o
\f] [ TIRO FUORI i .
) <

2. La FUNZIONE “IDENTITA” .

Espressione simbolica:
oy ={ ) (oppure v = f(x) = x).
Alcune frecce
di ot
i Grafico:
corrispondenza:

L

Applicand a for 3 lon si ha:
f(2)=(2 2- f(—52 52 52;
f(0) =(0) = 0. f(9/5 /5 9/5

dal momento che la fu ia come risulta-

to esattamente il valor to fornito.

3. La FUNZIONE “PRODOTTO PER UNA

Espressione simbolica:

' O;ag K y=1/2 )
i A (v =1/2 x).

Alcune frecce
di
corrispondenza:

3( 3 P
2k 2-§-z

I 1!
5 ot 0
-1+ -|»——’//J:-|
-2~ —2"/'.-2
-3L -3+ 4-3

Applicando la formula ad alcuni valori si ha:
f(3) =1/2:(3) = 3/2; f(—4)=1/2-(—4) = 2;
t(0) = 1/2:(0) =0; £(7/3) = 1/2(7/3) =7/6.




BERCIZI

ressione simbolica:
)= 2 ()

are alcune

1.4.6 Continua;

Grafico ?

Espressione
simbolica ?

¢ di corri-
ndenza il Grafico ?
3 13
3—
2 -
- - | 2 B
o | F
Vi 40
1 1 1 L 1
-t LU= - Y R ol N
-F
2l e
-3
| -
1.4.6 2 1a
Supposto che 3”\ 3
g( ) abbia come 2k 42
| grafico una retta, | :
queste sono
alcune frecce di i 8 1°
corrispondenza di -1+ -1
|
g ). 2ol 42
3k 43
=l 1-4

I+ (e
1 i 1 1 | - L :
-3 -2 -l - o 3
7| -
<fil
-
1.4.7 Tracciate alcune
Grafico: frecce di corrispondenza?
\ 2
| zL 12
L 1 1 | 'h -1l
g e
ot 10
-1F ~1-1
-2} 12
Espressione simbolica ?
f{t Y=7




Se una funzione ha un grafico che € una
retta, adesso vogliamo trovare una formula
che descriva esattamente il comportamento
della funzione. Le linee rette, rinomate per la
loro proprieta di essere il cammino piu breve
tra due punti, in genere vengono disegnate se-
gnando due punti che si suppone sl trovino
sulla retta ¢ usando un buon righello.

Ma per trovare la formula per una funzione
¢ he ha una certa retta come grafico, ¢ oppor-
tuno tornare indietro per un momento € stu-
diare il problema della costruzione di una ret-
ta supposto che all’inizio si sappia soltanto
che un certo punto (diciamo (1,3) si trova
sulla retta, Se tutto quello che abbiamo ¢ un
punto sulla retta, quale sara la direzione della
retta > Sara ripida 0 meno ? Punterd a destra
o a sinistra ? Ci sono molti metodi per pun-
tellare le rette per dargli una direzione ben
definita.

Il metodo del prof. McSquarcd si avvale di
speciall cunel tri;mgulari con un ;mgn!o retto.

PER UN
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do di ottenerc una certa retta, Mc del triangolo. Questo si trova sopra all’asse x

Squared prende il cuneo (AT in un punto che possiamo calcolare in questo
Ao
atn-2| modo:
i COORDINATA -X \ _ /1
: & UNGREXZ A -
| BASE)LATO ORIZONINE=2. (DEL PUNTo omismario/ +(oELLA Bage )"
e
base parallela all’asse x ¢ lunga 2, ¢ per l'altezza possiamo eseguire questo cal-
altezza parallela all’asse y e lunga 1. colo:
s - z - . TR - ) P COORDINATA - LUNGHEZ z A
Juindi spinge il cuneo da destra finché la sua PO 1 e i (,,E“ ALTEZZA
punta non raggiunge il punto (1,3). =4

?SE DELE

Cosi (3,4) ¢ un altro punto sulla retta,

4
La retta mantiene la stessa direzione anche
5] | se il prof. McSquared prende un cuneo piu
"] LATo DRIZZONTALE s o
21 grande con la forma di un triangolo simile al

precedente ma con i lati lunghi il doppio,
ciog,
(nuova altezza) = 2: (vecchia altezza) =2-1

Il
o

s 2 3 Asse
euE

b

e
(nuova base) = 2-(vecchia base) = 2-2 =4,

da

Ora McSquared ha ottenuto la retta che cerca-

va: quella adagiata sul lato inclinato del cuneo
triangolare. .

(.3)

Fouysy, a1

LATOORIZ20N TN F
2

&

3

‘-—-—-—
e o —

. : As:";; DELLE ¢ lo mette al suo posto.
X

Una volta che 1l cuneo ¢ al suo posto
\ . . " 4
e la retta ¢ sistemata nella direzione vo- 1 G

luta, le cose sono un po’ piu sicure. Ad 37

. E b Sl / "TAI(_ '23'—)9-“1?
esempio, possiamo individuare un altro 11
punto della retta guardando dove viene a 11

trovarsi il vertice superiore 2 s ST Sl
i 3 3 4 5
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Il motive per cui la retta avra la stessa dire-
zione ¢ che il cunco si sovrappone esattamen-
te alla punta del nuovo cuneo piu grande - il
lato obliquo del vecchio triangolo si trovera
sul lato obliquo del nuovo triangolo.

I matematici cercarono un modo di pre-
cisarc la nozione di “direzione’ di una certa
retta indipendentemente da quale di questi
cunei simili viene usato per sostenerla. Biso-
gnava trovare un modo che sfruttasse il fatto
che i lati del nuovo cunco sono esattamente il
doppio della lunghezza dei lati del vecchio
cuneo liberandosi cosi del fattore 2 che e-
sprime “il doppio di”". Questo ¢ il caso della

altezza

frazione he si calcola in

(2]

questo
asc

modo:

2 (nomarezza) Y, - (VEcHIA AM_QE&%=

4 (wova gase) % (VeccHu mase) ( 2?55%)

Il “fattore di scala™ 2 si semplifica ¢ ci da
'equazione

1 veechia altezza nuova altezza

2 vecchia basc nuova base

Questo sistema funziona sempre comunque
varl proporzionalmente 1l cunco, sia che au-
menti sia che diminuisca la lunghezza dei suoi
lati. Fin quando 1 triangoli sono simili (ovvero
proporzionali) il fattore di scala si sempli-
fichera formando il rapporto
altezza
base

¢ otterremo ogni volta la stessa frazione.
Questo rapporto ¢ chiamato RAPPORTO IN-
CREMENTALE ed ¢ la chiave per trovare una

formula per la retta: difarti ne csprime la pen-
denza che si chiama coefficiente angolare.

48

e
2

A\

Controlliamo questo fatto dell’inclinazione
con un altro cunco: ribaltiamo il cuneo di pri-
ma in modo che lo stesso vertice sia libero di
avvicinarsi da sinistra ¢ il triangolo sia capo-

volto

¢ spingiamolo in modo che la rctta sia ada-
glata come al solito sul lato obliquo del cu-
1ECO,

&ATO -
ORIZZ OMTA-
£ — -2

+ } 4 t . + + + +
~4 -3 -2 ~af [ P 3 4 5
-+ =]




a “‘base” in questo nuovo triangolo ribal-

tato ¢ considerata negativa dal momento che
il triangolo partendo dal punto (1,3) si sposta
all'indietro (verso sinistra).

Inoltre, dal momento che il triangolo non
“sale’” ma “scende”, la lunghezza del lato ver-
ticale ¢ considerata anch’essa negativa,

Cosl, in questo caso. la

VE o LA-

"nuova basc" = (-1)-(oorraau ) = (-1)/(2) = -
ela

"nuova altezza"= (- 1)-(\&nag’) = (-1)- (L=

La retta avra ancora la stessa direzione. dal
momento che il “triangolo ribaltato™ ¢ pro-
porzionale agli altri. La definizione di rap-
porto incrementale ¢ ancora valida dato che i
matematici hanno deciso di misurarc i lati del
nuovo triangolo rovesciato in questo modo.

(-—1).(lati del triangolo originale) e facendo
1 calcoli abbiamo
huova

\ICCCLHG
altezz23 =1

GIEQ) {(/l)(alfczza

gy 3

-1)-@)

_ vecchia alfexza =l
" Vecchia base 700

(‘«1) (\recchla )

Il fattore “—1" si semplifica come al solito.
Finalmente possiamo segnarc un altro pun-
to sulla retta - dal grafico si vede che ¢ il pun-

to (—1,2), determinato in questo modo: la sua
posizione al disopra dell’asse x si calcola cosi:

(Cocﬂmmmx E)QL) MLUS)GHEEZ"* DEL
UOVO LATo =
VECCHIO RUNTo + N ORIZEORE
Q) Ll =i

o/ |

¢ la sua altezza in questo modo:

COORDINATA Y DEr_ / LUNGHEZ2A DEL
] — \ [ NUoVO LATo P ts
VECCHIO PUNTO \ VERTCALE ./

RS

Questi calcoli danno il nuovo punto (-1,2).

Adesso possiamo ricavare una formula piu

generale per trovare qualsiasi punto di questa
retta. (Ricordate
(1,3) ed ¢ sostenuta a destra dal primo cu-

la retta passa per il punto

nco I ) :

Prendete un qualsiasi punto della retta e
per 1l momento chiamatelo (x,v). Vogliamo
trovare la relazione tra x ¢ v.

o
g L
? (l,‘&)
- '
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SLPROSTO CHE QUESTO
MSTERICSO RINTO(X,Y)
SIA SULLA RETTA SCENDIA-
MO PERPENDICOLARMENTE
DALK,Y).

FINO AD INCONTRARE. ONA
RETTA CHE PROVIENE DAL
PunTo g,s PARALLELA
ALL/AZSE X.

TIRO A
Qu Dﬁzl,siml

RALLELA ALL!AS-

SE DELLE X!
o}

&l &1

0O

UNA BASE LUNGA x-1 E UNA
AITE22A LUNGA Y-3 .

QUESTE RETTE TormMAND UN NUO-
\O CUNED CHE E SIMILE O PRORR /- acron ]
ZIOoNALE AL PRMO QUNED E HA

I

Ora cssere “‘simili” o “proporzionali’ signi-
fica che le lunghezze dei lati del nuovo trian-

golo

sono multipli delle lunghezze dei lati del vec-
chio triangolo

Sl

2

secondo lo stesso fattore di scala per la base e
l'altezza ad esempio “il doppio” oppure “la
meta”.

/ QULESTA VOLTA NON) SAPPIAMD
GUAL E' |L TATTORE DI ScALA
PERCHE NON SAPPIAMO ESAT-
TAMENTE DOVE 5| TROVA(XY);
APPAMD SoL0 CHE DEVE
ESSERE SULLA
RETTA-. -




[7PER L MOHENTO HETTIAHO DA ARTE

¥ DRosLEMA CHIWMANDO " QUESTO
FTORE DI SCALA INCOGNITO E LO
USIAMO SVBITD.

" USANDO ‘o P33 ia40

B e
-(L- u @!35)

ATEA

frecc

/L' UTILITA" D QUESTO METODO DEL
(OEFFICIENTE ANGOLARE STA NEL RATID
CHE POSSIAMO LUIBERARC DEL MISTE.
RIOSO FATTORE DI SCALA ‘o' SEMPLL-
FICANDOLO COME AL 20LITO

NUOVA VECCHIA ey
QLEZ&_B'S=Q'£ﬁ'm‘&@i-mA :
DOVA -1 Q- . VECCHIA AN, =
R e

Al _ Qe VECOHA ATEZ2A VEGGHIA Az (e
Q2" Q- VECCHA BASE ETHIBASE ARG

NUOVA BASE.

Ngﬂé:'gm% GQUE] PE22| DELL' ESPRESSIO-
NON CONTENGONO ‘0 ROSSIAMO 2cR) -
VERE IL RISULTATO NEL ;

LA FORMA
2

In modo un po’ piu preciso: moltiplichiamo
ambo 1 membri dell’equazione per (x — 1);

T 2y A
= -1 = Y (%-1)
¢ semplifichiamo “(x —1)” (possiamo farlo

anche se non conosciamo ““(x -
non sia 0). Otteniamo allora

1)”, purché

y-3=4(x-1) owero

(5(@1[}12111(10 Ny = 3+y-3=3+ %_(X e 1)

OVVEro y = 3 1 ‘Lz(x- 1)

Per ogni x fissato, la formula ci dice quale

valore deve assumere v affinché il punto (x,v)

sia sulla retta. Usando i cunei, abbiamo visto

che il punto (3,4) ¢ sulla retta, cosi quando

applichiamo la formula ad x=3 dovremmo

ottenere 4:

y =3+5(3-1) = 3+1(2) = 4; corrisponde!
5l




rgE'LA RETTA E* EFFETTIVAMENTE IL GRARICO
Di UNA FONZIONE (X)) PUO ANCHE ESBERE
CONSIDERATD 1L RONTo IN QLI LA FRECCIA DI
ORRISFONDENZA CHE PROVIENE DAL NUME-
RO X SULL'ASSE X SI INVERTE ANDANDO
 ESATTAMENTE VERSO IL NUMERD
(_4351-127@(44)
SULL'ASSE Y.

COSi LA REGOLA PEROT-
TENERE DA UN FARTICOLARE
VALORE DI X IL VALORE COR:

QUESTA E*PRo-

RETTo D ¥ £ DA DaLL'E . || RI0 LAFUNRo-
OPRESSIONE SMBOLICA NE (HE HA LA
FO =3+5(C)-1) ¢ e
"RISULTAT BOLLETTINO
1406 Nomi21E TA NOTTE
21 069 2o S BUID
‘fi g%g {.‘B_S/fy j -
Pal MISTERO:
" L e DOVE £
‘sfﬁjra%é’:”n: (xv)? LE%‘-“;LA
(H = .
m;j)jf = : NOTZIET 27

WOTZIE LAMPO -

Ii(x4)=Y |e--- g
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In realta non abbiamo dimostrato com-

pletamente questo fatto: tutti i ragionamenti
valevano solo per punti (x,v) sulla retta a de-
stra del punto (1,3). Se volessimo trovare una
formula per punti sulla retta a sinistra di (1,3)
otterremmo la stessa csprcssion(: ma per cvi-
tare la noiosa dimostrazione c¢i limitiamo ad
affermare che si puo controllare la sua validita
“in modo simile”, come usano direc i matema-

tici per sbrigarsela.
Quindi nella formula per la retta

- A y
d=30% (1) RRERT - %

SINARIO

REBIAMO ACRNERE [A FORMULA CoMe SIERFORMULA

COORDINATA X ,1 COORDINATA
DEL RUNTO oRi-)="] , E(DEL PUNTO e
ORIGINARIO 2

Coo&olmmg
Y (o= e J ()
ORIGINARIO : ORIGINARIO
RICORDATELA

Il ragionamento che abbiamo usato portera
sempre a questa SUPER-formula per qualsiasi
coefficiente angolare o punto iniziale scelti !
Cosi la super-formula ¢i di un metodo per
trovare la formula per una retta conoscendo
soltanto un punto sulla retta ¢ il suo coeffi-
ciente angolare: basta inserire le informazioni
nclla super-formula.

Questa super-formula ¢ conosciuta sotto il
nome di
“FORMULA DEL PUNTO/COEFF. ANGO-
LARE PER LINEE RETTE”.

Qui di seguito diamo svariati tipi di esercizi
sulle rette. Alcuni di essi sono in parte svolti
per facilitarvi il compito.




EJERCIZI 2

5.1 Tracciare la retta che passa per il punto
2) con coefficiente angolare 3 ¢ trovare
formula della funzione che ha per grafico la

tta

-5 -4 -3 2

Risposta: ¢ facile trovare la formula: basta in-
serire il punto ( 1, —2) e il coefficiente ango-
lare 3 nella supm‘«ft)rmuln

r=(—2) +(3)(x — (1))
OVvero p=—0 L34 x 1)
Poi trasformiamolo nella formula di una fun-
ZIONe:

fl Yy=—2+3( ) +1).
I.’unica difficolta consiste nel tracciare la ret-
ta. Ci occorre un aitro punto oltre a (—1, —2).
Siccome il cocfficiente angolare ¢

basta usare

che ¢ uno dei triangoli che individuano la ret-
ta! Contiamo 1 a partireda (- 1, -2) e poi 3
verso l'alto trovando il punto (0,1) che ¢ an-
ch’esso sulla retta e quindi disegnamola.

1.5.2 Tracciare la retta che passa per il punto
(2,0) con coefficiente ‘.mgolurc.:_c trovare la
funzione che ha per grafico la retta.

w

a i " L “E

e SR e PR RO - R e R e

Formula ?

1.5.3 Tracciare la retta che passa per il punto
- i 1

(2, =3) con coefficiente angolare 1¢ e tro-

vare la formula della funzione che ha per gra-

fico la retta.

i

A A .
o B e o | 2939 5

Formula 7 -3
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1.5.4 Tracciare la retta che passa per il punto
(1,3) con coefficiente angolare —2 e trovare la
formula della funzione che ha per grafico la

retta. £

Per tracciare questa retta, siccome il coeffi-
ciente angolare ¢ uguale a:

coeff, R B
g T e bage

METTI QUESTO
basta usare il triangolo PUNTO 5“('13)

per arrivare al punto (2,1) che deve trovarsi
anch’esso sulla retta.
COEFFICIENTI ANGOLARI NEGATIVI IN-
DICANQO SEMPRE CHE LA RETTA SALE
VERSO SINISTRA !

Formula ?

1.5.5 (continua). Formula ?

1.5.5 Tracciare la retta che passa per il punto
(—1, %) con coefficiente angolare %’-c tro-
vare la formula della funzione che ha per gra-

fico la retta.

1.5.6 Tracciare la retta che ha per formula

I
r=—dx+4.
y 3 X 4
Qual’¢ il coefficiente angolare della retta ?
5 -
4-
3.—
2F
1=
=8 nd Sl =B T B R R
=t

Risposta: il trucco da usare e di riscrivere I'e-
quazione in modo che abbia la stessa struttura
della super-formula

coord, 7 coord.
v =] v del +(CUCH') U B x del
. - ang.

punto ¥ punto

Ora x interviene solo quij quindi cerchiamo di
trasformare ’equazione originale in modo che
assomigli alla super-formula:

y=4+(—gh(x -0
e a questo punto possiamo dedurre i dati:
4 = (coordinata y del punto),
-_,:—=( %-) = coefficiente angolare, ¢
0 = (coordinata x del punto).

Da questo otteniamo sia il punto (0,4) che il
coefficiente angolare --'3-c questo ¢ sufficiente
per tracciare la retta.
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Ogni funzione del tipo

f( )=m«( )+b (v=mx +b)
ha per grafico una retta, se m e b sono costan-
t1. Se consideriamo

y=mx +b
scritta come
y=b + m(x — 0)

e la confrontiamo con la struttura della su-
per-formula vediamo che
coeff. ang. =m = il numero che moltiplica x
¢ il punto (0,b) ¢ sulla retta. Siccome il punto
(0,b) ¢ anche sull’asse v (dove la coordinata x
del punto ¢ sempre 0), (0,b) viene in genere
chiamato “‘intersezione con l'asse v’ della ret-
ta.

Notate che possiamo sempre riscriverce la
formula di una retta in modo che sia del tipo

y=mx +b

riunendo tutte le costanti che non moltipli-

»

cano x in ‘b

1.5.7 Tracciare la retta descritta dalla formula
- — -I— 4=
) X T2

Qual ¢ il suo cocfficiente angolare ?

4
3-

n
-

A A A A i 1

=3 = =l 0 e B s

-3

Coefficiente angolare ?

1.5.7 (continua)

Quando dalla formula di una funzione si
capisce che il suo grafico ¢ una retta, ¢ molto
pit facile disegnare la retta trovando sempli-
cemente due punti che le appartengono piut-
tosto che complicarsi la vita con le super-for-
mule. Generalmente si scelgono alcuni valori
particolari di x da usare nclla formula in mo-
do che i calcoli siano semplici e sia facile rap-
presentare il punto sul grafico.

In questo caso, con la formula

)
7 R + g
b, T T4

(ovvero f( )= -;—-( ) + 2)
x =0 ¢ certamente un caso semplice, siccome,
f(o) = -'5-{()) +2=2 e cosi abbiamo un
punto sulla retta:
(0, f(0)) =(0,2).

Un altro valore “facile” di x ¢ 2 (in previ-
sione di semplificazioni. . . )
f(2)=—g42) +2=-1+2=1
¢ otteniamo un altro punto

(2,f(2))=(2,1)

sulla retta, e adesso non cl vuole niente a di-

segnarla.

1.5.8 Tracciare la retta descritta dalla formula

T T :
i 2%

Qual’e il suo coefficiente angolare ?
3!-
2r

a3 Coefficiente angolare ?




1.5.9 (Difficile ! ) Tracciare la retta contenen-
te 1 punti (x,v) che soddisfano alla formula

2= =00

Qual’¢ il suo coefficiente angolare ?

.}
2k
18
R TS
|
-2}
-3k

Coefficiente angolare ?

1.5.10 (Ancora piu difficile ! ) Tracciare la
retta contenente 1 punti (x,v) che soddisfano

alla formula
2r=idy—12,

Qual ¢ il suo cocfficiente angolarc ?

at
3
2.
Ik

Heeh < N
-Ir
-2r
-3t

Coefficiente angolare ?
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Ora torniamo al problema di trovare ’e-

spressione simbolica per una funzione il cui
grafico ¢ una retta che passa per due punti
assegnati,

Supponiamo di voler trovare la formula per
la funzione che rappresenta la retta passante
per 1 punti (1,3) e (4,5).

DOBBIAMO TROVARE

L/LA FORMULA , COSi FOTREMO

FROGRAMMARE 1. NQSTRO ALFRE .

Per usare la super-formula basta calcolare il
coefficiente angolare della retta. Questo equi-
vale a trovare un cunco con il vertice nel pun-
to (1,3) e il cui lato inclinato si sovrapponga
csattamente a questa retta. Allora non ci resta
che sapere la lunghezza orizzontale e quella
verticale di questo cuneo per conoscere il

coefficiente angolarc.




Ma questo ¢ facile ! Basta formare un trian-
golo scendendo da (4,5) parallelamente al-
'asse v fino ad incontrare la retta parallela

all’asse x proveniente da (1,3).

Allora la “ALTEZZA"” di questo triangolo
51 puo calcolare in questo modo:

COORDINATA Y COORDINATA Y

DEL 5E(cor;c30 DEL PR%«O ) =
PUNTO (4, puNTO (1,3
N i

- B LA

¢ la “BASE”
lare cosi:

CooRDINATA X
DEL SECONDO -

PUNTD (4,5
435y

4 I o

Quindi il cocfficiente angolare &

di questo triangolo si puo calco-

COORDINATA X

DEL. PR!MO ) =

PUNTOD 13
M

gltewrn - o2
base 3

Riassumendo tutto questo ragionamento, la
formula generale del coefficiente angolare di
una retta, se abbiamo duc punti che vi appar-
tengono, &

(OORDINATA Y\  /COORDINATA
DEL SEcon DEL PRIMO
COEFFICIENTE _ LéET!CN.E _\_PUNTO QELZTA
-
ANGOLARE g’l{ |2 gga& A _(taL O WO?
PUNTO PUNTO

Questo ¢ troppo lungo da scrivere, cosi i
matematici, nella loro costante ricerca di con-

cisione, gencralmente usano alcuni simbol;
che semplificano molto la formula (e, pur-

troppo, la rendono pili oscura),

Per fare questo indicano il primo punto(1,3)

con “(x , , v,)"” , usando gli indici fare

Cosi 1 = x, (si legge “x—uno”)

¢ 3=y, (silegge “y -uno”)

Il secondo punto (4,5) ¢ chiamato BT
usando gli indici *“, ",

Cosi 4 =x, (x due)

c 5=y, (v due)
6}
| SECONDo
Y2 51 * PuNTO
@,S)o%
X192 )
3 Gota) i
Yy 3 PRIMY RUNTO ANDIAMo
(13) om A SPASSq
2 (x.;ﬁl)
ook iy
k' T ;2 L

I piccoli numeri indici 1 € 2 Servono 4 ricor-

darci a quale punto si riferiscono ali x eghy.
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Se usiamo questa notazione, la formula si
riduce a
ONTLE ¥ B en
COEFFICIENTE_A®2% | _ Ua-Yy 4
ANGOLARE BAE Xy X4 B

. X
COORD. X DEL bzﬁt?m

1% PUNTO
TENGD UN PROBLEMA ! SE ABRi
MO DUE RINT S0 ONA RETA
E VOSLIAMO CALCOLARE IL CO-
EFFICIENTE ANGOLARE  QUAL E' IL
‘PRHO FUONTO' E QUAL E* IL
" SECONDO RINTD" ¢

~>)

CON LA FORMULA MATEMATICA
CONDENSATA FOSSIAMO DIMOSTRARE GHE

3| NON HA NESSUNA IMPOR -
[ P2 QUALE ANTD L4

E QUALE IL 2%
"
,'i‘s

A

VEDI, LA FORMULA DA’ LO STEs_
So RISULTATO PER IL COEFFICIENTE
ANGOLARE [N TUTTI E‘ DLE

PROVIAMO A SCRIVERE LA RDRMULAM
Po AVER SCAMBIATO LA FOSIZIONE DEI DUE™
PUNT] :"y“ {2 PuNTo ' Y5 2° PUNTo
92 -y, _ @)+(4,-9)
4!&nE--x-_:x|'xz P ,Q"ﬁ'(xz" X.)

2° PuNTo - t (gz-g,) CHE E\ LO

- (X;j)(;)

l
| ITESS0 RISULTATO DI PRIAA!




/AD OGNIMODO CONTROLLAMOLO NELL' ESEMFGN
CHE ABBWMO FATIO UN MINUTO R\ usanoo

| FONT1 (X,,g,)-_-(|,3) E (X;Hz):@;;)mmk
40 IL ok AN, = 29t = 572 -

4= S e

(ORA INVERTIAMO | RUOLI DEI DUE RONTT
VSANDO (X,4)=(1,3) COME " 3EoNDO PONTD” ;

d-Y2 _ 3-5 -2 _ (I _
By-Xa = I=4 "3 ,(.va(S)'%/3

E OTTENIAMO OOME COEFFICIENTE ANGOLA-

L cas!
&Am&z:ome %N TO E DVE | cAs!

EE R
A QUESTE RUNTO FOSSIAMO INSER!

NELLA 2)PER-FORMULA FER LE RETTE L
COEFFICIENTE ANGOLARE 25

"~ /tooROWNTA ey AX
s-GERE) G0 - BRE))

- () - (EHE)

Ma ancora una volta la difficolta riguarda
quale punto dobbiamo usare come “punto
originario”. Anche in questo caso si vede che
Se usiamo il “primo

non ha importanza !
punto” (1,3) come punto’ originario, otte-
niamo, raccogliendo le costanti.

y=3+@E)(x-1D=3+3x $=5%x+f-
D’altra parte, se usiamo il “secondo punto”
(4,5) nel ruolo di “punto originario” abbiamo
;= g (BN = 2 . -2-.- =2 j
eI P-4 =ik n -l -§x+3.
alla fine otteniamo la stessa formula

r=d x +F

o
in tutti i due i casi! Questa non & proprio
una “dimostrazione’ generale che questo ac-
cada indipendentemente dalla coppia di punti
scelta, ma che lo stesso tipo di calcolo da lo
stesso risultato per una qualsiasi coppia dj
punti,

Qui di seguito ci sono alcuni altri esercizi

con rette e coppie di punti.
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